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Introdution
Depuis la déouverte de l'expansion de l'univers par Hubble en 1925 [190, 192℄, et elle
du rayonnement fossile par Penzias et Wilson en 1965 [275℄, l'idée que notre univers a une
histoire s'est imposée. À partir d'un état de température et de densité extraordinairement
élevées, l'expansion l'a refroidi jusqu'à lui donner les propriétés que l'on observe aujour-
d'hui. Les suès de la théorie de la gravitation d'Einstein pour dérire ette évolution
font de la relativité générale la pierre angulaire de la osmologie moderne
4
. Par ailleurs,
lorsque l'on s'intéresse aux premiers instants, quand l'univers était dense et haud, la
desription orrete de la matière fait appel à la physique des partiules, au travers de
la théorie quantique des hamps. Celle-i onstitue notre meilleure ompréhension des
trois autres interations de la Nature, l'életromagnétisme, l'interation faible et la fore
nuléaire forte, telles qu'elles sont observées dans les aélérateurs de partiules. La os-
mologie primordiale est l'étude de l'univers dans ses premiers instants et se trouve ainsi
au roisement des es diverses théories. L'uniation des interations életromagnétique
et faible donne l'éhelle d'énergie de prédiletion au delà de laquelle le terme primor-
dial est de rigueur, 'est-à-dire 103GeV, soit un univers âgé de moins de 10−11 s. C'est
dans e adre que T. Kibble a montré, en 1976 [211℄, que des transitions de phases in-
duites par des brisures de symétrie, telles qu'on les renontre en physique des partiules
pour unier les interations, peuvent générer des défauts topologiques du vide. Ces objets
étendus sont stables par topologie et, bien que pour l'instant non détetés, ils pourraient
être enore présent aujourd'hui. L'évolution osmologique de telles reliques primordiales
peut ependant inuer sur la dynamique de l'univers. La ompatibilité de leur existene
ave les observations osmologiques donne alors des ontraintes sur la physique des par-
tiules qui est à l'origine de leur formation, 'est-à-dire à des éhelles d'énergie qui sont,
et seront dans un futur prévisible, inaessibles aux aélérateurs. Dans ette thèse, nous
étudions du point de vue osmologique, et partiulaire, des défauts topologiques liformes,
plus ommunément appelés des ordes osmiques, qui ont la partiularité de pouvoir être
parourues de ourants de partiules dont les onséquenes ne sont que partiellement
omprises.
La première partie de e mémoire introduit le adre général préédemment évoqué. Le
premier hapitre est onsaré au modèle standard de osmologie, déoulant de la relativité
générale, et le deuxième hapitre est son analogue pour la physique des partiules, dérit
par la théorie quantique des hamps. Dans le troisième hapitre nous verrons omment
es deux modèles se omplètent et s'élairent mutuellement, et omment leurs extensions
4
Inversement, l'univers n'étant pas vide de matière, il est un moyen de tester la relativité générale en
présene de soures.
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2 Introdution
habituelles peuvent onduire à la formation de ordes osmiques. L'intérêt partiulier
porté sur e type de défauts sera également disuté, ainsi que quelques propriétés pouvant
permettre leur éventuelle détetion.
La deuxième partie est dédiée à la dynamique osmologique des ordes, 'est-à-dire
à leur évolution temporelle au ours de l'expansion de l'univers. Le quatrième hapitre
présente un outil mathématique privilégié pour arriver à ette n : le formalisme ovari-
ant. Il a été développé par B. Carter depuis 1989 [80, 71, 70, 63℄ et modélise une orde
omme une 2-surfae de l'espae-temps plongée dans une variété quadri-dimensionnelle.
Seules quelques quantités marosopiques s'avèrent nalement néessaire pour dérire la
dynamique et la stabilité des ordes : l'énergie par unité de longueur, la tension, et un
paramètre additionnel tenant ompte de l'existene d'un ourant interne.
Le inquième hapitre présente l'appliation direte des résultats de e formalisme à l'é-
tude osmologique des ordes, dans le as le plus simple où elles-i ne transportent pas
de ourant de partiules. Le reours à des simulations numériques est indispensables et
permet de donner des ontraintes sur les grandeurs marosopiques, assoiées à e type
de orde, qui sont ompatibles ave les observations osmologiques. Dans ette optique,
le meilleur ode existant, développé par F. Bouhet et D. Bennett en 1988 [33, 31℄, a
été repris et modernisé dans le but d'étudier leurs signatures observationnelles dans le
rayonnement fossile.
E. Witten a montré en 1985 [362℄, que l'existene de ourants de partiules le long
des ordes semble en être une propriété générique. Pour ela il propose deux méan-
ismes, du point de vue de la théorie des hamps, permettant de piéger des bosons et des
fermions, respetivement, sur une orde osmique. La dynamique et la stabilité de es
ordes, dites supraondutries, a été dérite, dans les années 1990 [23, 282, 281℄, pour
des ourants de partiules salaires. Ces travaux ont démontré la validité du formalisme
ovariant de B. Carter lorsque le paramètre interne est identié à l'intensité du ourant, et
ont montré que la dynamique de es ordes est généralement de type supersonique. Cette
approhe présente également l'avantage de relier les quantités marosopiques régissant la
dynamique des ordes aux paramètres mirosopiques du modèle de Witten diretement
issus de la physique des partiules. Ces propriétés sont présentées dans le sixième hapitre.
Le prinipal intérêt osmologique des ordes ondutries est dans la formation potentielle
de boules stables, appelées vortons. En eet, l'existene d'une struture interne, par un
ourant, brise l'invariane de Lorentz longitudinale, et il existe une onguration d'équili-
bre où la fore entrifuge ompense exatement la fore de tension. La présene dans
l'univers de es vortons onduit généralement à une atastrophe osmologique : ils nis-
sent toujours par dominer les autres formes d'énergie. Cette aratéristique permet don
d'invalider les théorie de physique des partiules à l'origine de leur formation. Le formal-
isme ovariant permet également d'établir des ritères de stabilité de es vortons vis-à-vis
de leur dynamique, et il apparaît que les régimes supersoniques, omme eux induits par
les ourants de salaires, onduisent à des vortons génériquement instables [64, 245, 246℄.
La troisième partie onerne l'étude de la dynamique des ordes lorsqu'elles sont par-
ourues par des ourants de fermions. Ce travail s'insère ainsi dans l'étude de la struture
interne des ordes osmiques, et prolonge les travaux sur les ordes parourues par des
ourants de bosons.
Le hapitre 7 présente une approhe semi-analytique permettant de aluler l'équation
3d'état dans le modèle de Witten fermionique, 'est-à-dire l'énergie par unité de longueur
et la tension. Pour pouvoir tenir ompte des eets d'exlusion, propres aux fermions,
une quantiation des hamps a été eetuée le long de la orde, alors que les équations
de hamps ont été résolues numériquement dans les dimensions transverses [303℄. Cette
approhe s'est initialement limitée aux as des fermions de masse nulle, tels eux intro-
duits originellement par Witten. Les résultats dièrent essentiellement de l'idée en vogue
selon laquelle la dynamique de telles ordes aurait dû ressembler à elle des ordes pos-
sédant un ourant de bosons. D'une part, l'équation d'état obtenue dépend généralement
de plusieurs paramètres internes qui s'identient aux nombres d'oupation des fermions
présents sur la orde. D'autres parts, elle est de type subsonique, et onduit à des vor-
tons lassiquement stables. Au vue de leurs onséquenes osmologiques, ertains de es
résultats ont été onrmés, dans le huitième hapitre, par une approhe purement maro-
sopique basée sur le formalisme ovariant, dans la mesure où elui-i peut s'appliquer,
e qui n'est pas toujours possible ave des ourants de fermions [283℄. De plus, les eets
de retroation par les ourants ont été également étudiés et montrent que les modes zéros
néessaires à leur génération peuvent aquérir une faible masse.
Le neuvième hapitre est une étude détaillée des diérents modes de propagation des
fermions le long d'une orde, et de leurs inuenes sur l'équation d'état [300℄. Comme la
retroation le suggérait, les modes zéros ne sont pas des solutions génériques. Les fermions
dans une orde présentent néessairement un spetre de masse disret, où haque masse
ontribue à la génération du ourant. La quantiation initiée pour les modes de masse
nulle a pu être élargie pour englober tous les modes massifs, et utilisée dans l'établissement
de l'équation d'état générale. Finalement, il apparaît que les modes massifs favorisent les
régimes supersoniques, alors que les modes zéros et ultrarelativistes privilégient les régimes
subsoniques. L'équation d'état présente ainsi des transitions entre es deux régimes lorsque
la densité de fermions piégés varie.
Les résultats onernant le spetre de masse des fermions sur les ordes sont tout à
fait génériques dès que es derniers sont ouplés à un hamp de Higgs formant un défaut
topologique. Dans la dernière partie, en ollaboration ave P. Peter et J.-P. Uzan, nous
avons utilisé es propriétés pour onner des fermions, vivant dans un espae-temps à inq
dimensions, sur un mur de domaine quadri-dimensionnel représentant notre univers [299℄.
Ce modèle, présenté dans le hapitre 11, s'insère dans un domaine de la osmologie disu-
tant de la géométrie de l'univers au travers de l'existene de dimensions supplémentaires.
Notre approhe onerne le modèle de Randall et Sundrum, présenté dans le dixième
hapitre, où la inquième dimension est non-ompate, mais ourbée de telle sorte que la
gravité eetive sur la membrane formant notre univers s'identie, au premier ordre, à
la gravité usuelle d'Einstein. Comme dans le as des ordes, un spetre de masse disret
pour les fermions est obtenue, donnant une expliation à la quantiation de la masse en
général.
Les onséquenes osmologiques de es nouveaux résultats sont disutées en onlusion,
ainsi que leurs extensions à venir.
4 Introdution
Première partie
Cadre général
5

Chapitre 1
Le modèle osmologique standard
Sommaire
1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Le modèle de FLRW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Les faiblesses du sénario standard . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
7
8 Chapitre 1. Le modèle osmologique standard
1.1 Introdution
La gravitation, la plus faible des interations de la Nature, est aujourd'hui la fore
dominante à grande distane. Par son aratère stritement attratif et sa portée innie
1
elle façonne le monde qui nous entoure. La osmologie, ou l'étude de l'univers dans son
ensemble, onsidéré omme un système physique, repose essentiellement sur notre om-
préhension de ette interation. Elle suppose ainsi que la gravitation est eetivement
dérite par la théorie de la relativité générale d'Einstein [130, 175℄ reliant la géométrie de
l'espae temps à son ontenu énergétique. Les équations loales de la relativité générale
permettent de onnaître la dynamique et la géométrie globale de l'univers moyennant
deux autres hypothèses simpliatries : l'univers est supposé homogène et isotrope aux
grandes éhelles de distane, 'est le prinipe osmologique [129℄ ; et il est simplement
onnexe
2
. Le prinipe osmologique est aujourd'hui vérié par diérentes observations
(omme les omptage de galaxies [324℄, les mesures du CMBR
3
[249, 319℄, le fond de
rayons X [272℄ ou la répartition des radiosoures [272℄), alors que des tests sur la topologie
de notre univers sont enore à venir
4
[221, 331℄. Ce sont Friedmann et Lemaître qui, his-
toriquement, ont dérivé la métrique d'un tel univers, les menant à onstruire les premiers
sénarios osmologiques non stationnaires [142, 229℄ formant le modèle standard baptisé
de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) [304, 350℄ aux préditions largement
onrmées.
1.2 Le modèle de FLRW
1.2.1 La métrique
Dans un système de oordonnées xµ, le tenseur métrique gµν permet de dénir l'inter-
valle quadri-dimensionnel
ds2 = gµν dx
µdxν . (1.1)
Cependant, l'hypothèse d'isotropie du prinipe osmologique assure l'existene d'obser-
vateurs isotropes, 'est-à-dire de ourbes de genre temps sur lesquelles il est impossible
de déterminer une diretion spatiale privilégiée. Si t désigne le temps propre assoié à es
observateurs, leurs lignes d'univers sont aratérisées par les quadriveteurs vitesse
uµ =
dxµ
dt
, (1.2)
en fontion desquels la métrique (1.1) se reérit
ds2 = uµuνdx
µdxν + (gµν − uµuν) dxµdxν . (1.3)
1
Contrairement à l'életrodynamique, il n'existe pas de masse négative pouvant éranter l'interation.
2
Une autre hypothèse impliite, ar inluse dans le prinipe d'équivalene faible, est que les lois de la
physique sont valables dans tout l'univers.
3
Cosmi Mirowave Bakground Radiation ou fond osmique miro onde.
4
En e qui onerne e mémoire, la topologie de l'univers ne jouera pas un rle ruial.
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L'homogénéité du prinipe osmologique impose de plus l'existene d'hypersurfaes de
genre espae, à haque instant, dans lesquelles il est impossible de hoisir un point priv-
ilégié. An de ne pas violer l'isotropie, es hypersurfaes doivent être orthogonales aux
lignes d'univers des observateurs isotropes. Le terme en gµν − uµuν dans (1.3) apparaît
don omme un projeteur sur les setions spatiales permettant, à l'aide de (1.2), de
simplier la métrique en
5
ds2 = c2dt2 + gij dx
idxj , (1.4)
où les xi sont des oordonnées spatiales, dites omobiles, sur les hypersurfaes, et c la
vitesse de la lumière. Les setions spatiales étant homogènes et isotropes, elles sont égale-
ment à symétrie maximale. On peut montrer dans e as que l'élément innitésimal de
longueur se met sous la forme [349, 356℄
dℓ2 = −gij dxidxj = a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2
)]
, (1.5)
ave (r, θ, φ) les oordonnées sphériques omobiles adimensionnées obtenues à partir des
xi, et k le paramètre de ourbure. Celui-i se réduit, après un hangement d'unité, à −1,
0, ou 1, suivant que les setions spatiales sont respetivement hyperboliques, plates, ou
elliptiques loalement. La dépendane en t, le temps osmique, est pour sa part dérite au
travers du fateur d'éhelle
6 a(t). La métrique de FLRW est nalement,
ds2 = dt2 − a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2
)]
, (1.6)
où la vitesse de la lumière c = 1. An de simplier les notations, dans toute la suite, les
unités seront hoisies telles que la onstante de Plank ~ et la onstante de Boltzmann
kb soient également égales à l'unité ~ = kb = 1. Il est ommode d'introduire le temps
onforme η relié au temps osmique t par
dt = a(η)dη, (1.7)
pour exprimer la métrique sous sa forme onforme
ds2 = a2(η)
(
dη2 − γijdxidxj
)
, (1.8)
ave
γijdx
idxj =
dr2
1− kr2 + r
2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2
)
. (1.9)
La géométrie de l'univers est don omplètement déterminée par la donnée de la métrique
(1.8). An d'en déduire son évolution par les équations d'Einstein il faut se donner le
ontenu énergétique. Conformément au prinipe osmologique, l'univers à grande éhelle
peut être modélisé par un uide parfait de densité d'énergie ρ(η) et de pression P (η), dont
le tenseur d'énergie impulsion est le seul ompatible ave les hypothèses d'homogénéité
et d'isotropie
T µν = (ρ+ P )uµuν − Pgµν . (1.10)
5
Dans toute la suite les indies latins varieront de 1 à 3 et les gres de 0 à 3
6
Il a ii les dimensions d'une longueur.
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1.2.2 Les équations de Friedmann
Il est ommode d'introduire le paramètre de Hubble H(t) et son analogue onforme
H(η) pour dérire la dynamique de l'univers
H =
a˙(t)
a(t)
, (1.11)
H = a
′(η)
a(η)
= aH, (1.12)
où le point désigne la dérivée par rapport au temps osmique t et le prime par rapport
au temps onforme η. La dynamique de l'univers est donnée par les équations d'Einstein
Gµν + Λgµν = κ
2Tµν , (1.13)
ave Λ la onstante osmologique, Gµν le tenseur d'Einstein et
κ2 = 8πG, (1.14)
G étant la onstante de gravitation universelle. Ces équations se réduisent pour la métrique
(1.8), et le tenseur énergie impulsion (1.10), aux équations de Friedmann
H2 + k− Λa
2
3
= κ2
a2
3
ρ, (1.15)
H′ − Λa
2
3
= −κ2a
2
6
(ρ+ 3P ) . (1.16)
En dérivant la première équation de Friedmann (1.15) par rapport au temps onforme,
la dérivée du paramètre de Hubble peut être exprimée en fontion de ρ et sa dérivée.
L'équation (1.16) se réduit don à
ρ′ = −3H (ρ+ P ) . (1.17)
Exprimée en fontion du fateur d'éhelle, on retrouve alors l'équation de onservation de
l'énergie d'un uide parfait
7
d
(
a3ρ
)
= −Pd(a3) . (1.18)
La dynamique de l'univers est don omplètement déterminée par les trois paramètres H,
ρ et P vériant (1.15) et (1.18) pourvu que l'on se donne son équation d'état, 'est-à-dire
une relation entre la densité d'énergie et la pression. Il est d'usage de se restreindre aux
équations d'état de type barotropique ave
P = w(η)ρ. (1.19)
Physiquement, elle introduit dans le modèle la nature du uide osmologique, et don
w dépend a priori de l'âge de l'univers. Ainsi, atuellement, l'univers étant dominé par
7
Elle est en eet impliitement ontenue dans les équation d'Einstein puisque ∇µT µν = 0.
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la matière, le terme de pression est omplètement négligeable devant la densité d'énergie
menant à wmat = 0. La densité d'énergie évolue don en
ρmat ∝ a−3, (1.20)
aratéristique d'une dilution par dilatation des distanes en a.
Les paramètres ouramment utilisés pour dérire les diérents modèles osmologiques,
i.e. les diverses solutions des équations (1.15), (1.18) et (1.19) sont la densité ritique ρc
et le paramètre de densité Ω dénis par
ρc =
3H2
κ2
=
3H2
a2κ2
, (1.21)
et
Ω =
ρ
ρc
. (1.22)
D'après l'équation (1.15), la densité ritique est don la densité d'énergie du uide os-
mologique tel que les setions spatiales soient toujours plates, i.e. k = 0, pour une on-
stante osmologique nulle
8 Λ = 0. La première équation de Friedmann (1.15) se réérit
don
Ω +
Λ/κ2
ρc
= 1 +
k
H2 . (1.23)
La onstante osmologique peut alors être vue omme un uide parfait d'équation d'état
PΛ = −ρΛ = − Λ
κ2
, (1.24)
donnant la relation
Ω+ ΩΛ − 1 = kH2 . (1.25)
La mesure a un instant donné, par exemple aujourd'hui, de es trois paramètres, Ω, ΩΛ
et ρc détermine don le modèle osmologique à tous les temps, une fois donné sa nature
physique, i.e. son équation d'état. Notons, que le paramètre de ourbure k est lui aussi
parfaitement déterminé par la mesure à un seul instant. Si aujourd'hui le paramètre de
densité total, inluant la onstante osmologique
Ωtot = Ω + ΩΛ (1.26)
est inférieur à l'unité Ωtot0 < 1 alors k = −1 et les setions spatiales sont de type hy-
perboliques
9
, de même qu'une valeur supérieure à l'unité est aratéristique d'un univers
fermé k = 1, alors que le as eulidien est obtenu pour Ωtot0 = 1.
8
Aujourd'hui ρc ≃ 10−29g/cm.
9
On hoisit d'indexer par 0 les quantités présentes.
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1.2.3 L'expansion de l'univers
La aratéristique majeure du modèle de FLRW est ertainement la non statiité de
l'univers introduite au travers du fateur d'éhelle a. En eet, la métrique (1.6), ainsi que
les solutions génériques aux équations de Friedmann (1.15) et (1.16), apparaissent omme
des fontions du temps. C'est à partir de la ompréhension de la nature osmologique
de la déouverte du déalage systématique vers le rouge des raies spetrales d'objets
distants [318℄, par Hubble [190, 192℄, que l'expansion de l'univers a aquis son statut de
fait observationnel.
Pour des photons se propageant le long des géodésiques radiales de genre lumière
ds2 = 0, et à l'aide de la métrique (1.6), il vient
dt
a
= ± dr√
1− kr2 . (1.27)
Ainsi, une onde lumineuse ayant été émise au temps osmique tem en rem, et reçue au-
jourd'hui en (t0 ,r0) suivra la relation∫ t0
tem
dt
a
=
∫ r0
rem
dr√
1− kr2 . (1.28)
De la même manière, un paquet d'ondes émis à l'instant suivant tem + δtem par la même
soure en rem sera déteté à l'instant t0 + δt0 et aura les mêmes propriétés. Le membre de
droite de (1.28) ne dépendant que des oordonnées omobiles (xes), on en déduit∫ t0
tem
dt
a
=
∫ t0+δt0
tem+δtem
dt
a
, (1.29)
soit après quelques manipulations, et pour δt≪ t,
δtem
a(tem)
=
δt0
a(t
0
)
. (1.30)
La forme de la métrique (1.6) introduit ainsi un eet Döppler apparent dans la propa-
gation des ondes lumineuses dans l'espae-temps par le biais du fateur d'éhelle
λem
λ
0
=
a(tem)
a(t
0
)
. (1.31)
La quantité physique ouramment utilisée en astronomie est le déalage spetral vers le
rouge z, ou redshift, déni par
z =
λ
0
λem
− 1 = a(t0)
a(tem)
− 1. (1.32)
L'observation d'un déalage des raies spetrales des objets osmologiques vers les grandes
longueurs d'onde est don, dans le adre du modèle FLRW, le résultat de l'expansion
de l'univers : a est une fontion roissante du temps. D'un point de vue newtonnien, le
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Fig. 1.1: Diagramme de Hubble représentant le logarithme deH0dL en fontion du redshift
z. Ces données sont en faveur d'une aélération de l'expansion de l'univers [277℄.
fateur d'expansion dilatant la distane physique ℓ ∝ a entre deux points de oordonnées
omobiles xes, eux-i semblent s'éloigner l'un de l'autre à une vitesse v ∝ a˙ telle que
v =
a˙
a
ℓ = Hℓ, (1.33)
induisant un eet Döppler dilatant les longueurs d'onde. La loi de Hubble (1.33) n'est
ependant orrete que pour des objets prohes pour lesquels la notion de distane n'est
que peu aetée par la géométrie de l'univers. Ce n'est plus le as pour des objets éloignés
où diérentes distanes peuvent être dénies en fontion des diverses observables omme
le diamètre angulaire ou la luminosité apparente. Cette dernière permet de dénir la
distane luminosité dL par
d2L =
L
4πF , (1.34)
L étant la luminosité absolue, i.e. la puissane totale intrinsèque de la soure, et F le
ux mesuré, i.e. la puissane par unité de surfae reçue. Dans le as d'une métrique
de type Minkowski, dL est simplement la distane physique à la soure, alors que dans
le adre du modèle FLRW, on s'attend à e qu'elle dépende de l'expansion de l'univers.
Intuitivement, pour une soure située à la oordonnée omobile rem, la dilution de l'énergie
par l'expansion introduit un fateur (1+z) par dilatation des longueurs d'onde et un autre
dû à la dilatation des temps d'émission (1.30). La surfae atuelle de la sphère sur laquelle
se dilue l'énergie émise par la soure
10
est, d'après (1.6), S = 4πa2
0
r2em. Le ux reçu est
10
On fait l'hypothèse que l'observateur est en r
0
=0.
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égal à F = L/ [S(1 + z)2] et on en déduit la distane luminosité
dL = a0rem(1 + z). (1.35)
La oordonnée omobile rem de la soure peut être exprimée en fontion des temps d'émis-
sion et de réeption par (1.28). De plus, en développant le redshift (1.32) en tem− t0 pour
des soures prohes,
z ≃ H0(t0 − tem) +
(
1 +
q0
2
)
(t0 − tem)2, (1.36)
et en inversant ette relation, la distane luminosité se développe en fontion du redshift
dL ≃ z
H0
+
1− q0
2H0
z2. (1.37)
La quantité q0 = −a¨0a0/a˙02 est le paramètre de déélération, et s'exprime en fontion du
paramètre de Hubble
q
0
= −H
′
0
H2
0
. (1.38)
À l'aide de l'équation de Friedmann (1.16), ave P0 = 0 dans l'ère de matière, il vient
q0 =
Ω0
2
− ΩΛ0 . (1.39)
La relation (1.37) est la version orrete de la loi de Hubble (1.33), et au premier ordre
en redshift, on retrouve la proportionnalité z ≃ H0dL (voir Fig. 1.1). Le paramètre de
déélération quantie don les éarts à la loi de Hubble. Sa détermination est de plus un
moyen de mesure des paramètres osmologiques dont la densité d'énergie assoiée à la
onstante osmologique [voir Eq. (1.39)℄.
La détermination de dL omme une fontion du redshift a fait l'objet de multiples méth-
odes astrophysiques exploitant les propriétés intrinsèques des soures [225, 22, 133, 120, 94℄
(éphéïdes, relations masse-luminosité des galaxies, supernovae de type Ia
11
. . . ). La g-
ure 1.1 représente des résultats relativement réents dans la détermination de dL(z) par les
ourbes de luminosités des SNIa [277℄. Les valeurs estimées des paramètres osmologiques
orrespondants sont représentés sur la gure 1.2. La dégénéresene sur la détermina-
tion de la densité d'énergie assoiée à la matière peut être levée par l'utilisation d'autres
données astrophysiques [263, 226, 323℄. Ces résultats onrment de façon élatante le
modèle standard et semble indiquer, aujourd'hui, que la nature du uide osmologique
fait intervenir une proportion importante de onstante osmologique
ΩΛ0 ≃ 0.7, Ω0 ≃ 0.3, (1.40)
indiquant que nous sommes atuellement dans une phase d'expansion aélérée d'un
univers à faible ourbure Ωtot ≃ 1.
11
SNIa.
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Fig. 1.2: Détermination des paramètres de densité à partir de l'évolution de la distane
luminosité pour les supernovae de type Ia. Dans le adre du modèle standard, l'aéléra-
tion de l'expansion de l'univers résulte de la prédominane atuelle de la onstante os-
mologique [277℄.
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1.2.4 Histoire thermique
La onséquene majeure de l'expansion de l'univers est que le fateur d'éhelle déroît
lorsqu'on remonte dans le temps. Cette onstatation implique, d'après les équations (1.20)
et (1.32), que l'univers était plus dense et plus haud par le passé, menant ainsi au onept
de big bang haud pour désigner l'instant initial où le fateur d'éhelle pourrait s'an-
nuler. La domination de la matière n'est don ertainement plus une hypothèse aeptable
lorsqu'on remonte susamment loin dans le temps.
Si l'on onsidère, en eet, un uide de radiation (ou de partiules ultrarelativistes
pour lesquelles la masse est négligeable devant l'impulsion), le terme de pression n'est
plus négligeable
Prad =
1
3
ρrad, (1.41)
et l'équation de onservation (1.18) donne une évolution de la densité d'énergie en
ρrad ∝ a−4. (1.42)
De manière générale, pour une équation d'état (1.19) ave w onstant, (1.18) s'intègre et
la densité d'énergie varie en
ρ ∝ a−3(1+w). (1.43)
Il existe don un instant teq où les densités d'énergie assoié à la matière et au rayon-
nement étaient omparables, séparant l'ère de radiation pour t < teq où ρ ≃ ρrad, de
l'ère de matière où ρ ≃ ρmat12. Il est possible d'introduire une température assoiée à
l'état thermodynamique du gaz de partiule alors en interation. Si l'on se plae dans des
onditions de pression telles que l'équilibre thermodynamique loal soit vérié, la densité
d'énergie peut être obtenue à partir des statistiques de Fermi-Dira ou de Bose-Einstein
selon le spin des partiules, et la température Θ dénie au travers de la fontion de
distribution dans l'espae des phases. Dans e as, la densité d'énergie est donnée par
ρ = ς
∫
d3~p Ef (~p) = ς
∫
d3~p δe
E
e(E−χ)/Θ + ε
, (1.44)
ave E2 = p2 + m2 l'énergie totale de haque partiule, ς le fateur de dégénéresene
assoiée à δe = 1/(2π)
3
la densité d'état, χ le potentiel himique13, et ε = ±1 pour
des fermions et bosons respetivement. Lors de l'ère dominée par la radiation, pour des
partiules ultra-relativistes telles que E ≃ p, en équilibre himique, il vient
ρB = ςB
π2
30
Θ4 ρF =
7
8
ςF
π2
30
Θ4, (1.45)
pour les bosons et les fermions respetivement
14
. Ainsi, pour le uide osmologique on-
stitué de matière baryonique usuelle et de rayonnement, la densité totale d'énergie est liée
à la température par
ρ = ς
π2
30
Θ4, (1.46)
12
Le redshift d'équivalene est estimé à zeq ≃ 104.
13χ = 0 à l'équilibre himique.
14
Le fateur 7/8 vient du prinipe d'exlusion de Pauli agissant au travers de ε = 1.
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ave
ς =
∑
B
ςB +
7
8
∑
F
ςF. (1.47)
La somme ne porte que sur les espèes eetivement relativistes à la température Θ, et
il est raisonnable de négliger l'énergie assoiée aux espèes non relativistes. Les équations
(1.42) et (1.46) montrent que l'univers en expansion se refroidit omme on pouvait s'y
attendre. Ainsi, au fur et à mesure du refroidissement de l'univers, les espèes vont de
moins en moins interagir et vont nir par se déoupler de l'équilibre thermodynamique,
essentiellement lorsque leur libre parours moyen Γ−1 ≃ H−1, ave H le paramètre de
Hubble
15
. Dépendant de la nature des espèes présentes, le fateur de dégénéresene va
don subir de brusques déroissanes au our de l'expansion jusqu'au dernier déouplage,
elui des photons.
Si l'on s'intéresse au devenir des espèes ultra-relativistes déouplées de l'équilibre,
la relation (1.46) n'est a priori plus valable, mais du fait de l'expansion, leur énergie
est atténuée d'un fateur adec/a [voir Eq. (1.32)℄ pendant que la densité de partiules n
déroît en 1/a3 par dilatation des longueurs. La fontion de distribution f (~p) ∝ d3n/d~p 3
reste don invariante et égale à fdec. Cei implique, d'après (1.44), que E/Θ est onstant,
soit
Θ = Θdec
adec
a
. (1.48)
De la même manière, pour des espèes non relativistes, l'impulsion subissant toujours le
redshift (1.32), la fontion de distribution reste invariante après déouplage, et E déroît
d'un fateur a2 menant à une variation de la température en Θm ∝ a−2. La onséquene
fondamentale de e sénario est l'existene atuelle d'un fond de rayonnement dius de
photons dans tout l'univers vériant une distribution de orps noir à la température
(1.48). Ce fond de rayonnement d'origine osmologique
16
a été eetivement déteté par
Penzias et Wilson [275℄, et vérie une loi de orps noir à la température atuelle
17
de
2.728 ± 0004K (voir Fig. 1.3). L'origine physique du rayonnement fossile est dans le
déouplage entre la matière et les photons essentiellement dû à la reombinaison entre
les életrons et les protons. Le redshift de la surfae de dernière diusion, i.e. le redshift
à partir duquel l'univers est devenu transparent aux photons, peut ainsi être estimé par
elui orrespondant à la reombinaison, soit zrec ≃ 1300, et Θrec ≃ 3500K ou une énergie18
voisine de 0.3 eV [218℄.
L'histoire thermique de l'univers peut ainsi être omprise en s'approhant de la sin-
gularité initiale à partir de la onnaissane de la mirophysique dominante aux éhelles
d'énergie en question. À des éhelles d'énergie de l'ordre de Θ ≃ 0.1 − 10MeV, les réa-
tions nuléaires prennent plae dans le plasma et sont à l'origine de la nuléosynthèse
primordiale. Tester les onséquenes de elle-i revient à vérier la validité du sénario du
big bang haud à l'époque la plus reulée qui nous soit atuellement aessible. En parti-
ulier, les abondanes relatives des diérents éléments produit par es réations nuléaires
15H−1 est un ordre de grandeur de la distane au delà de laquelle les régions sont ausalement disjointes,
et Γ est le taux d'interations.
16
CMBR
17
C'est le meilleur orps noir atuellement onnu.
181 eV ≃ 11604K.
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Fig. 1.3: Le spetre du CMBR mesuré par diérentes expérienes [164℄.
peuvent être alulées et sont en aord ave les observations (voir Fig. 1.4). Pour des
températures de l'ordre de Θ ≃ 1MeV le modèle standard prévoit également le déou-
plage des neutrinos du plasma, leur température déroît alors en a−1, omme les photons
alors enore en équilibre thermique [f. Eqs. (1.42) et (1.46)℄. Cependant, le rayonnement
de photons subit un réhauement par annihilation életrons positrons. Il est possible
de montrer
19
que la onservation d'entropie génère sur le uide de photons un aroisse-
ment de la température d'un fateur (11/4)1/3. Puisque les neutrinos ne subissent pas
et eet 'est don également le rapport de température entre les deux uides après la
reombinaison et il vient, pour l'époque atuelle, Θν0 ≃ 1.95K.
Aux éhelles d'énergie au delà de 100MeV, la desription de l'univers néessite l'emploi
de la physique des hautes énergies que nous verrons dans le hapitre suivant. Quoiqu'il
en soit, il existe une limite absolue au modèle standard qui est l'époque de Plank ΘPl ≃
1019GeV au delà de laquelle il est peu raisonnable20 de supposer que la relativité générale
et les autres interations ne onstituent plus une desription orrete de la Nature.
19
La onservation de l'énergie (1.18) impose à l'entropie par unité de volume omobile, assoié à l'équili-
bre thermique des photons sph = (ρph+Pph)/Θ ∝ ς(aΘ)3, d'être onservé au our de l'expansion. Celle-i
étant proportionnelle au fateur de dégénéresene, qui passe de ς = 2 + 2× 2× 7/8 (photons, életrons
et positrons), à ς = 2 (photons), la température des photons augmente don d'un fateur (11/4)1/3, le
fateur d'expansion a étant ontinu lors de la transition.
20
Mais non exlu.
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Fig. 1.4: Prédition à 95% de onane de l'abondane des éléments légers issus de la
nuléosynthèse primordiale en fontion du rapport de la densité baryonique à la densité de
rayonnement (η10). Les diverses observables sont représentés par des boîtes retangulaires
et sont lairement en aord ave les préditions [269, 164℄.
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1.3 Les faiblesses du sénario standard
La validité du modèle standard de osmologie ainsi brièvement dérit repose don
essentiellement sur l'observation du déalage vers le rouge des objets distants, de l'exis-
tene du fond dius osmologique et des abondanes des éléments légers prédites par la
nuléosynthèse primordiale. Bien qu'il soit possible de onstruire des théories alternatives
pour haune de es observations séparément [43, 110, 188, 255℄, le modèle du big bang
haud reste le plus simple et omplet pour dérire l'univers jusqu'à des énergies de l'ordre
de la dizaine deMeV.
Cependant, quelques observations ne trouvent pas d'expliations raisonnables dans
le adre du modèle standard et doivent être dérites par l'intermédiaire de paramètres
ad ho. Comme nous le verrons dans le hapitre 3, elles ne peuvent être orretement
interprétées que dans le adre de l'univers primordial, à des éhelles d'énergie bien au
delà de la nuléosynthèse primordiale, néessitant l'extrapolation de la physique des hautes
énergies.
1.3.1 L'univers plat
Dans la setion 1.2.3, nous avons vu que les valeurs mesurées des paramètres os-
mologiques montrent que l'univers est atuellement de faible ourbure Ωtot ≃ 1 (f.
Fig. 1.2). Pour une équation d'état ave w onstant, à partir des équations (1.16) et
(1.25), il vient
Ω′tot = H [(1 + 3w)Ω− 2ΩΛ] (Ωtot − 1) . (1.49)
La solution Ωtot = 1 est soit instable, soit un attrateur, selon le signe de (1+3w)Ω−2ΩΛ.
Dans un univers en expansion H > 0, et atuellement ave w = 0 et ΩΛ0 ≃ 0.7, Ω0 ≃ 0.3,
ette solution est un attrateur. Cependant, il est faile de voir à partir des équations
(1.21) à (1.24), (1.32) et (1.43) que
ΩΛ
Ω
=
ΩΛ0
Ω0
(1 + z)−3(1+w), (1.50)
et la domination du terme de onstante osmologique s'eae pour z ≃ 0.7. Il en résulte
que pour des redshifts z & 1, la platitude de l'univers est instable [334, 159℄. Cei reste
valable dans l'ère de radiation ave w = 1/3. Ainsi, pour que nous observions aujourd'hui
Ωtot0 ≃ 1, il a fallu qu'au moment de l'équivalene, pour zeq ≃ 104, le paramètre de densité
soit égal à l'unité à 10−3 près, et à 10−60 près à l'époque de Plank21.
Un tel ajustement des onditions initiales
22
nuit à la génériité du modèle et reète
ertainement la présene d'autres phénomènes physiques dans l'univers primordial que
nous évoquerons au hapitre 3.
1.3.2 L'homogénéité
L'hypothèse d'homogénéité de l'univers est ontenue dans le prinipe osmologique qui
nous a permis d'érire la métrique FLRW (1.6). Elle est don à la base du modèle standard
21
L'univers était don extrêmement prohe du as eulidien k = 0 dans l'univers primordial.
22
Fine tunning.
1.3. Les faiblesses du sénario standard 21
et onrmée par les observations. On peut néanmoins s'interroger sur les méanismes
physiques à l'origine de ette homogénéité. La fration d'univers observable atuellement
peut être quantiée à partir de la métrique (1.6). Pour un observateur atuel situé au
rayon omobile r0 = 0, les photons émis à ηem = 0, en la position rH l'atteindront en un
temps onforme η tel que ∫ η
ηem
dη′ = ±
∫ r0
rH
dr√
1− kr2 . (1.51)
Autrement dit, au temps onforme η, l'horizon des partiules est préisément à la oor-
donnée omobile rH, les photons situés au delà de rH n'ont don pas enore, à η, atteint
l'observateur. La distane propre à l'horizon est alors, d'après (1.6) et (1.51)
dH(η) = a(η)
∫ rH
0
dr√
1− kr2 = a(η)η, (1.52)
ou, exprimée en fontion du temps osmique
dH(t) = a(t)
∫ t
0
dt′
a(t′)
. (1.53)
Cette dernière équation montre plus lairement que la distane à l'horizon peut être innie.
Dans le adre du modèle standard, pour w onstant et w > −1, l'équation de Friedmann
(1.15) s'intègre à l'aide de (1.43) pour donner l'évolution du fateur d'éhelle
23
a(t) ∝ t 23(1+w) ⇔ a(η) ∝ η 21+3w . (1.54)
Si w < −1/3, l'équation (1.53) diverge en zéro et la distane à l'horizon est innie.
Inversement, pour w > −1/3, elle s'intègre et dH est une fontion du temps24
dH(t) ∝ t ⇔ dH(η) ∝ η 3+3w1+3w . (1.55)
Il en résulte que l'univers observable aujourd'hui ontient des régions ausalement dis-
jointes du passé, la distane à l'horizon s'aroissant ave le temps osmique. Ainsi, la
distane propre atuelle à la surfae de dernière diusion
25
est donnée par (1.51) et (1.52),
ave ηem = ηdec, i.e.
ddec(η0) = a0 (η0 − ηdec) . (1.56)
et don au moment du déouplage, elle orrespondait à une distane aratéristique de
l'ordre de ddec(ηdec) = (1 + zdec)
−1ddec(η0). Il est possible de la omparer à la distane à
l'horizon à ette époque, i.e. la distane propre au delà de laquelle les régions de l'univers
à ette époque n'étaient plus ausalement onnetées. D'après (1.52), elle-i se réduit à
dHdec = adecηdec. Le nombre de ellules projetées sur le iel aujourd'hui et ausalement
déonnetés lors de la reombinaison est don approximativement
ndec ≃
[
ddec(ηdec)
dHdec
]3
=
(
η0 − ηdec
ηdec
)3
, (1.57)
23
En négligeant la onstante osmologique pour z > 1 [f. Eq. (1.50)℄.
24
On a également dans e as dH ∝ H−1.
25
Elle orrespond au déouplage des photons à ηdec.
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soit ndec ≃ 105 pour zdec ≃ zrec ≃ 1300. Inversement, la distane à l'horizon atuelle pour
une ellule ausale de la surfae de dernière diusion est dHdec(η0) = (1 + zdec)dHdec, elle
est don atuellement vue sous un angle
δθ ≃ dHdec(η0)
ddec(η0)
=
ηdec
η0 − ηdec
≃ 0.8◦. (1.58)
L'homogénéité entre es régions ausalement déonnetées lors de la reombinaison est
observée aujourd'hui dans l'isotropie du spetre du CMBR (f. Fig. 1.3) à 10−4 près. Le
modèle standard ne permet pas de d'expliquer de telles orrélations entre es diérentes
régions du iel.
1.3.3 La formation des strutures
La présene de strutures gravitationnelles non linéaires aux petites éhelles telles que
les galaxies et les amas est interprétée omme le résultat de la roissane d'inhomogénéités
de densité initiales par instabilité de Jeans (voir annexe B). Dans le adre du modèle
de FLRW, en l'absene de onstante osmologique (voir Set. 1.3.1), l'équation (1.49)
s'intègre en fontion du fateur d'éhelle
Ω− 1
Ω
∝ a1+3w, (1.59)
qui peut se réérire
δΩ
Ω
∝ a1+3w, (1.60)
ave δΩ = Ω−1 représentant l'éart du paramètre de densité à sa valeur ritique dans un
univers plat. Autrement dit, le ontraste de densité dans un univers plat d'une région nie
ayant une densité supérieure à la densité ritique, i.e. Ω & 1, s'amplie ave l'expansion de
l'univers jusqu'à entrer dans le régime non-linéaire menant aux strutures gravitationnelles
observées. Dans le régime linéaire, il est toujours possible de développer le ontraste de
densité δρ/ρ en série de Fourier permettant de dénir les longueurs d'onde λ assoiées
à es utuations. Dans le modèle de FLRW, elles-i sont dilatées par l'expansion, et
les strutures observées atuellement de longueur aratéristique λ0 orrespondent à des
utuations antérieures de longueur d'onde
λ =
a
a
0
λ0. (1.61)
À partir des équations (1.54) et (1.55), la distane à l'horizon évolue également ave le
fateur d'éhelle en
dH ∝ a
3(1+w)
2 . (1.62)
En omparant (1.61) et (1.62), on voit don qu'il existe un redshift pour lequel λ > dH
quelque soit λ0 . Il est alors impossible dans le adre du modèle de FLRW de trouver un
méanisme physique permettant de xer de telles onditions initiales sur des distanes or-
respondant à des régions ausalement disjointes, ou superhorizons. Ce problème, omme
elui de l'homogénéité, résulte diretement de l'existene d'un horizon des partiules et
de la déélération de l'univers. Nous verrons dans le hapitre 3 qu'il est pleinement résolu
par l'ination.
1.4. Conlusion 23
1.4 Conlusion
Le modèle standard de la osmologie fondé sur la gravitation d'Einstein est don re-
marquablement onrmé par les observations pour des éhelles d'énergie allant de 10−3 eV
aujourd'hui à quelques dizaines deMeV lors de la nuléosynthèse primordiale. Il attribue
néanmoins des propriétés inexpliquées à notre univers, telle la platitude, l'aélération
réente de l'expansion, une homogénéité magique. . . Ces problèmes laissent entrevoir
l'existene d'autres phénomènes physiques à l'÷uvre dans l'univers primordial. L'éhelle
de Plank, qui marque l'insusane supposée d'une desription purement géométrique
de l'espae-temps, se trouvant à des énergies de l'ordre de 1019GeV, il est raisonnable
d'espérer dérire es phénomènes physiques, en deça de ette énergie, par la physique des
hautes énergies ouramment utilisée dans les expérienes de physique des partiules. Dans
le prohain hapitre nous présenterons don brièvement le modèle standard de la physique
des partiules, avant de nous intéresser à ses onséquenes sur la osmologie.
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2.1 Introdution
Aux petites éhelles de distanes, par sa très faible intensité, la gravitation peut être
négligée. Le monde mirosopique sondé dans les aélérateurs de partiules est ainsi
régi par les trois autres interations fondamentales de la Nature : l'életromagnétisme,
l'interation faible et l'interation nuléaire forte. Le modèle standard de physique des
partiules donne un adre théorique unié dérivant l'interation de la matière ave es
trois fores fondamentales. Pour ela, il s'appuie sur la théorie quantique des hamps,
issue de la relativité restreinte et de la méanique quantique, où les objets fondamentaux
sont des partiules, événements de l'espae-temps, interagissant en respetant ertaines
symétries et dont les propriétés dépendent de l'éhelle d'énergie à laquelle ils sont ob-
servés. Le modèle standard aujourd'hui omprend le modèle de Glashow, Weinberg et
Salam [155, 355, 310℄ qui ont unié l'életrodynamique quantique [136, 128, 312℄ et l'in-
teration faible en une théorie de jauge fondée sur la symétrie SU(2) × U(1), à l'aide
du méanisme de Higgs [131, 173, 165, 213℄. Le méanisme de Higgs
1
est ainsi utilisé
en physique des partiules pour unier les interations et donner une expliation à la
masse des partiules. Son existene est motivée par l'observation de ses onséquenes
2
,
et les préditions largement onrmées faites par e modèle. Les généralisations de e
méanisme sont intensément utilisées en osmologie lors des transitions de phase, il est en
outre à l'origine de la formation des ordes osmiques par le méanisme de Kibble [211℄.
L'interation forte pouvant elle aussi être dérite par une théorie de jauge s'appuyant sur
la symétrie SU(3), la hromodynamique quantique, on parle alors de modèle standard
SU(3)× SU(2)× U(1).
2.2 Les théories de jauge
La représentation des invarianes imposées par la relativité restreinte au travers du
groupe de Poinaré se trouve réalisée en méanique quantique par la diéreniation des
partiules selon leur masse et leur spin. Ces symétries de base de l'espae-temps représen-
tées dans l'espae de Hilbert de la méanique quantique sont eetivement réalisées dans
la Nature par les bosons, partiules de spin entier, et les fermions de spin demi-entier. Les
partiules observées se réduisent ainsi aux salaires Φ de spin nul, aux fermions Ψ de spin
1/2 et aux hamps vetoriels V µ de spin unité3. En plus des symétries de base de l'espae-
temps à l'origine des propriétés intrinsèques de la matière, la onrmation expérimentale
du modèle standard suggère que les interations entre es partiules sont elles aussi le
produit de l'existene de symétries loales : les interations sont en eet invariantes sous
ertaines transformations de oordonnées et des hamps. Des harges peuvent être dénies
pour toutes les partiules quantiant leur omportement fae à es symétries loales, on
onstruit alors une théorie, dite de jauge, quantiée et préditive [360, 367, 139, 361, 134℄.
1
Dans toute la suite, onformément à l'usage, e méanisme déouvert simultanément par Englert et
Brout [131℄, Higgs [173℄, et Guralnik, Hagen et Kibble [165℄, sera ainsi dénomé.
2
Et peut être même diretement par la détetion de sa partiule assoié à 115GeV [93℄.
3
Le graviton de spin 2 pourrait être également introduit, mais il n'existe pas à l'heure atuelle de
théorie quantique préditive de la gravitation.
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2.2.1 L'életrodynamique
La théorie régissant les interations életromagnétiques est basée sur la symétrie de
jauge loale U(1), i.e. l'invariane de l'interation par la multipliation des hamps par
une phase omplexe dépendant de l'événement. Cette symétrie est une des plus simple
ontinue, ar abélienne, permettant de onstruire une théorie de jauge et servira de modèle
de prédiletion pour l'étude des ordes osmiques dans les hapitres suivants.
À l'aide du tenseur de Faraday F µν , les équations de Maxwell [253℄ peuvent être
réexprimées sous leur forme ovariante
4
∂µF
µν = jν , ∂µF˜
µν = 0, (2.1)
ave
F˜ µν =
1
2
εµνρσFρσ, (2.2)
le tenseur dual de F dans l'espae de Minkowski, jµ le quadriveteur ourant soure du
hamp, et εµνρσ le tenseur de Levi-Civita omplètement antisymétrique dans ses indies
et tel que ε0123 = 1. Le tenseur F µν antisymétrique de rang 2 vériant les identités de
Bianhi
∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν ≡ ∂(µFνρ) = 0, (2.3)
il s'exprime également omme un hamp de gradient
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ≡ ∂[µAν], (2.4)
où Aµ est le potentiel veteur assoié. L'équation (2.4) est dénie à un gradient près,
'est-à-dire qu'il existe une invariane de jauge des équations de Maxwell par rapport à
n'importe quelle transformation du potentiel veteur Aµ du type
Aµ → Aµ − ∂µU(xµ), (2.5)
où U(xµ) est une fontion salaire. L'évolution des hamps életromagnétiques libres (2.1)
peut également être obtenue par les équations d'Euler-Lagrange à partir de la densité
lagrangienne
5
Lem = −1
4
F µνFµν − jµAµ. (2.6)
Si l'on s'intéresse maintenant aux fermions Ψ(xµ) de masse m, leur propagation libre
est régie par le lagrangien
6
de Dira [115℄
Lf = Ψ (iγµ∂µ −m)Ψ, (2.7)
qui est trivialement invariant sous un hangement de phase global Ψ → Ψeiα. L'idée
générale des théories de jauge est alors d'imposer une invariane loale, autrement dit on
souhaiterait rendre le lagrangien de Dira (2.7), indépendant des transformations U(1)
4
Le tenseur de Faraday est relié aux hamps életriques et magnétiques par Ei = F 0i et 2Bi = εijkFjk.
5
L'invariane de ette densité lagrangienne sous les transformations de jauge (2.5) est assurée par la
onservation du quadriveteur ourant jµ par (2.1), après intégration par partie de (2.6).
6
Dans toute la suite, nous désignerons par lagrangien, la densité lagrangienne orrespondante.
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loales, i.e. Ψ→ ΨeiqU(xµ). Il est faile de voir, à partir de (2.7) que ei n'est possible que
par l'introdution d'un hamp quadrivetoriel Aµ tel que
Ψ→ ΨeiU(xµ) ⇒ Aµ → Aµ − ∂µU(xµ), (2.8)
à ondition de remplaer le terme inétique par une dérivée ovariante sous es transfor-
mations
Dµ = ∂µ + iqAµ. (2.9)
Le lagrangien des fermions invariant s'érit alors
Lf = Ψ (iγµDµ −m) Ψ = Ψ (iγµ∂µ −m) Ψ− qΨγµΨAµ. (2.10)
La dynamique propre du hamp vetoriel Aµ vériant (2.8) ne peut être donnée que par
les équations (2.1) et (2.4). Le dernier terme du lagrangien de Dira invariant sous U(1)
s'interprète omme le terme soure du hamp életromagnétique ave jµ = ΨγµΨ. Il est
onservé ar 'est également le ourant de N÷ther assoié à l'invariane U(1) de la théorie.
Le hamp bosonique Aµ auquel il est ouplé [voir Eq. (2.10)℄ est la représentation de la
partiule médiatrie de l'interation : le photon.
Ainsi, le simple fait d'imposer aux fermions libres l'invariane loale sous les trans-
formations de jauge U(1) permet de onstruire une théorie dérivant leurs interations
életromagnétiques par le biais d'un hamp vetoriel qu'on interprète omme étant le
photon. Le nouveau paramètre q introduit est simplement la harge représentant la sen-
sibilité des partiules à e nouveau ouplage. Le lagrangien dérivant l'életrodynamique
des fermions est don
Lfem = −1
4
FµνF
µν +Ψ (iγµDµ −m) Ψ. (2.11)
De la même manière, à partir du lagrangien de Klein-Gordon [217℄ dérivant l'évolution
libre des partiules salaires omplexes,
Lb = 1
2
(∂µΦ)
† (∂µΦ)− 1
2
m2Φ†Φ, (2.12)
l'invariane par la symétrie de jauge loale U(1) permet d'imposer leur ouplage au hamp
életromagnétique. Le lagrangien de l'életrodynamique salaire est alors donné par
Lbem = −1
4
FµνF
µν +
1
2
(DµΦ)
† (DµΦ)− 1
2
m2Φ†Φ. (2.13)
La théorie U(1) életromagnétique est aujourd'hui remarquablement vériée par l'expéri-
ene, ses préditions sont en eet vériées à 10−13 près dans les aélérateurs [164℄.
2.2.2 La hromodynamique
L'interation nuléaire forte, responsable de la ohésion des noyaux atomiques, peut
également être dérite par une théorie de jauge fondée sur le groupe de symétrie non
abélien SU(3) rendant ompte du onnement de ette interation. Contrairement à
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l'életrodynamique, de portée innie, ette dernière n'agit qu'aux éhelles des nuléons,
de l'ordre de 10−15m.
Par analogie ave e qui préède, on dérit l'interation forte des quarks à partir
du lagrangien de Dira (2.7), en imposant son invariane sous les transformations du
groupe SU(3) des matries U unitaires de rang 3 et de déterminant unité, i.e. sous la
transformation
Ψi → U ij Ψj, (2.14)
Ψi étant ette fois un triplet de spineurs. Par souis de simpliité, nous omettrons à partir
d'ii ses indies. En suivant la même démarhe que pour la symétrie U(1), l'invariane lo-
ale est obtenue par l'introdution d'une matrie de hamp vetoriel (Aµ)ij se transformant
sous SU(3) par
Aµ → UAµU † − i
g
U∂µU †, (2.15)
permettant de dénir la matrie de dérivées ovariantes
Dµ = ∂µ + igAµ. (2.16)
Par propriété de SU(3), il y a huits7 hamps vetoriels Aµ indépendants qui s'identient
aux générateurs du groupe et qui orrespondent aux huit partiules salaires portant l'in-
teration et appelées les gluons. Leur dynamique propre peut également être obtenue par
symétrie, en imposant l'invariane de jauge. La généralisation de (2.4) pour une symétrie
non abélienne est
Gµν = ∂[µAν] + ig [Aµ, Aν ] , (2.17)
et on montre que le lagrangien assoié, invariant de Lorentz et onservant ls symétrie de
parité, peut toujours se ramener à
Lc = −1
2
Tr (GµνGµν) , (2.18)
la trae portant sur les omposantes matriielles [357℄. La hromodynamique dérivant
l'interation des quarks et des gluons peut par onséquent être dérite par le lagrangien
Lqc =
∑
q
Ψq (iγ
µDµ −mq) Ψq + Lc. (2.19)
Il est alors possible de montrer que la harge portée par les quarks, appelée la ouleur, est
inobservable à nos éhelles d'énergie dû aux propriétés de onnement de ette intération :
son intensité est en eet d'autant plus forte que les éhelles de distanes observées sont
grandes [91, 137, 41, 119, 372℄. Les partiules sensibles à l'intération forte, à nos éhelles
d'énergie, sont alors un assemblage de quarks et gluons de harge totale de ouleur nulle,
ou blanhe, intéragissant par éhange de mesons, des partiules salaires formés d'une
paire quark-antiquark [148, 373, 164℄.
7
Pour des matries unitaires de rang N et de déterminant unité, il y a N2 − 1 omposantes indépen-
dantes.
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2.2.3 L'interation életrofaible
La fore faible est à l'origine des désintégrations β± violant la parité. La première
théorie eetive proposée était basée sur une interation de type ourant-ourant [135,
325, 309℄ de lagrangien
Leff = − 1√
2
GfJ µJ †µ , (2.20)
où les ourants hargés J µ font intervenir les diérents fermions ouplés par l'interation,
i.e. les quarks q et leptons ℓ
J µ =
∑
ℓ
Ψℓγ
µ1− γ5
2
Ψνℓ +
∑
q
Ψqγ
µ1− γ5
2
Ψq′ . (2.21)
L'opérateur γ5 introduit artiiellement, permet la violation de la parité observée dans
les intérations, et les ouplages s'eetuent entre des doublets de partiules générant une
symétrie dite d'isospin faible. Ils sont formés d'un lepton et de son neutrino assoié (ℓ, νℓ),
et du doublet de quarks états propres de l'interation (q, q′). Cette théorie eetive pose
de nombreux problèmes, le plus important d'entre eux étant que la onstante de ouplage
Gf est dimensionnée
8
, rendant la théorie non renormalisable après quantiation, i.e. non
préditive. Elle n'est pas une théorie de jauge et n'explique pas les interations par ourant
neutre telles que les diusions de neutrinos sur des életrons.
En onstatant une symétrie globale d'isospin faible, on pourrait penser naturelle-
ment, suivant les exemples de l'életromagnétisme et des intérations fortes, onstruire
une théorie de jauge dérivant l'interation faible se basant sur le groupe de Lie SU(2).
Comme pour la hromodynamique ou l'életrodynamique, une telle théorie introduirait
des bosons veteurs additionnels, au nombre de trois
9
. La violation de la parité peut,
quant à elle, être introduite au travers des représentations irrédutibles de SU(2), les
partiules de hiralité droite faisant partie d'un singulet de harge d'isospin nulle, et les
partiules gauhes, sensibles à l'interation, d'un doublet de harge 1/2, omme suggéré
par (2.21). En notant ΨL les doublets et ΨR les singulets, le lagrangien d'une telle théorie
s'érirait alors omme une somme sur les diérentes familles de partiules, les saveurs,
des termes invariants de jauge
Lw =
∑
s
[
Ψ
s
L (iγ
µDµ −ms) ΨsL +ΨsR (iγµ∂µ −ms)ΨsR
]− 1
2
Tr (WµνW
µν) , (2.22)
où W µ est la matrie de SU(2) des bosons veteurs, Wµν son tenseur de type Faraday
assoié [f. Eq. (2.17)℄ et la dérivée ovariante pour les doublets
Dµ = ∂µ + igWµ, (2.23)
g étant la onstante de ouplage de l'interation. En déomposant les bosons veteurs W µ
sur les générateurs de SU(2), i.e. les trois matries de Pauli σi,
W =
∑
i
W i
σi
2
, (2.24)
8
C'est également le as de la gravitation.
922 − 1 = 3 'est le nombre de générateurs du SU(2).
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il est possible de retrouver les ourants hargés de la théorie eetive, à ei près que la
onstante de ouplage Gf est maintenant remplaée par un terme faisant intervenir les
propagateurs des bosons vetoriels hargésW± aveW± = (1/
√
2) (W 1 ±W 2). De même,
les intérations de type ourant neutre s'expliquent maintenant par l'éhange du boson
W 3.
Ces interations ont d'autres parts la propriété de faire intervenir les harges éle-
tromagnétiques au sein même des bosons veteurs W±. Dans les interations observées
expérimentalement, on onstate également la strite onservation d'un nombre salaire,
l'hyperharge
Y = Q− T 3, (2.25)
où Q est la harge életromagnétique et T 3 la projetion d'isospin assoiée aux parti-
ules de SU(2), i.e. 0 pour les singulets et ±1/2 pour haque omposante des doublets,
respetivement. Cette symétrie peut être jaugée par une symétrie loale U(1) addition-
nelle uniant l'életromagnétisme et les ourants neutres [155℄. Le lagrangien de la théorie
s'érit alors
Lew = Lw − 1
4
BµνB
µν , (2.26)
où les nouvelles dérivées ovariantes apparaissant dans (2.22) pour les omposantes gauhes
et droites, respetivement, sont données par
Dµ = ∂µ + igWµ + ig
′Y sLBµ, (2.27)
Dµ = ∂µ + ig
′Y sRBµ. (2.28)
Une telle théorie ne dérit absolument pas les interations qu'elle se propose de mod-
éliser. En eet, les bosons veteurs W i y sont prédits de masse nulle, suggérant une portée
innie de l'interation faible, ontrairement à e qui est observé. Il faudrait en réalité qu'ils
soient très massifs an que l'inuene de l'impulsion kµ de eux-i soit négligeable devant
leur masse pour que les termes en gW i dans le lagrangien donnent des propagateurs on-
stants à basse énergie ompatibles ave l'interation ourant-ourant. Or des termes de
masse en m2W µWµ brisent l'invariane de jauge de la théorie. Le problème trouve sa
solution dans le méanisme de Higgs [131, 173, 165℄, qui introduit une partiule salaire
supplémentaire à l'origine de la masse des partiules auxquelles elle est ouplée.
2.3 Le méanisme de Higgs
Le méanisme de Higgs [131, 173℄ met en jeu la brisure d'une symétrie, i.e. le non
respet de la symétrie d'une théorie par l'état fondamental : l'idée en est simplement que
si une équation admet une ertaine symétrie et plusieurs solutions, elles-i peuvent ne
pas la respeter
10
. Pour illustrer e méanisme, il est d'usage de onsidérer une symétrie
U(1) loale.
Soit le hamp salaire omplexe Φ de Higgs, invariant sous les transformation de jauge
U(1), en auto-interation dans un potentiel V (Φ). D'après (2.13), sa dynamique est régie
10
Le prinipe de Curie assure ependant que l'ensemble des solutions doit respeter la symétrie.
32 Chapitre 2. Le modèle standard de physique des partiules
Fig. 2.1: Le potentiel de Higgs V (Φ) traé dans le plan omplexe du hamp salaire
[ℜ(Φ),ℑ(Φ)]. L'état d'énergie minimale est représenté en rouge et orrespond à |Φ| = η,
diérentes valeurs de phase apparaissent en bleu.
par le lagrangien
Lh = 1
2
(DµΦ)
† (DµΦ)− 1
4
HµνH
µν − V (Φ), (2.29)
où Hµν est le tenseur de type Faraday assoié au boson vetoriel Bµ tel que
Dµ = ∂µ + igBµ. (2.30)
La théorie est alors eetivement invariante sous les transformations de jauge
Φ→ ΦeigU(xµ) et Aµ → Aµ − ∂µU . (2.31)
Pour pouvoir dénir une théorie quantique renormalisable, et don préditive, le potentiel
V ne peut faire intervenir que des termes de masse et d'auto-interation en Φ4, au plus.
La brisure de symétrie intervient lorsque le potentiel V est de la forme
V (Φ) =
λ
8
(|Φ|2 − η2)2 , (2.32)
ave λ la onstante d'autoouplage du hamp salaire et η sa valeur moyenne dans le
vide
11
. Dans e as, l'état fondamental stationnaire du hamp est alors obtenu en imposant
une énergie minimale, i.e. une valeur du potentiel minimale qui, d'après (2.32), est obtenue
pour |Φ|2 = η (f. Fig. 2.1).
L'ensemble des valeurs moyennes du hamp de Higgs dans son état fondamental est
don de la forme
〈Φ〉 = Φ0 = η eiα, (2.33)
11
Vauum expetation value ou vev.
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ave α une phase omplexe arbitraire (f. Fig. 2.1). Chaun de es états n'est lairement
plus invariant sous les transformation de jauge U(1), brisant ainsi la symétrie en question.
Notons que le lagrangien à l'origine de la brisure et la théorie sous-jaente sont toujours
invariants sous U(1), ainsi que l'ensemble des états vides.
Pour explorer les onséquenes physiques du phénomène il est ommode de développer
le hamp de Higgs autour de son état fondamental an d'en extraire la forme de ses
exitations,
Φ = [η + ρ(xµ)] eiϕ(x
µ)/η. (2.34)
Pour de petites utuations autour de Φ0 , et en hoisissant α = 0, e qui loalement est
toujours possible, ette expression se réduit au premier ordre en
Φ ≃ η + ρ+ iϕ, (2.35)
dans la mesure où ρ≪ η et ϕ≪ η. Le lagrangien (2.29) se développe alors, au deuxième
ordre en es hamps, en
Lh → 1
2
∂µρ∂
µρ+
1
2
∂µϕ∂
µϕ− gBµ (ϕ∂µρ− ρ∂µϕ− η∂µϕ) (2.36)
+g2η2BµB
µ + g2BµB
µ
(
ρ2 + ϕ2 + 2ηρ
)− λ
2
η2ρ2.
La brisure de symétrie a don donné naissane, a priori, à deux hamps salaires réels ρ et
ϕ. Le hamp ρ est un hamp salaire réel en interation de masse
√
λη, alors que le hamp
ϕ, quoiqu'également en intération, ne omporte pas de terme de masse [f. Eq. (2.12)℄ ; il
est ouramment appelé boson de Goldstone [157, 158, 260℄. Physiquement les bosons de
Goldstone ne peuvent exister que pour la brisure d'une symétrie globale, i.e. sans hamp
de jauge assoié. En eet, dans le as présent, le hamp ϕ peut être absorbé dans les
transformations de jauge U(1) de l'équation (2.31) en hoisissant
U(xµ) = −ϕ(x
µ)
gη
, (2.37)
il ne onstitue don pas, pour une symétrie loale, un degré de liberté physique. Le résultat
essentiel de e méanisme et que les bosons de jauge Bµ possèdent après brisure une masse
physique gη proportionnelle à la vev du hamp de Higgs. Il est lair sur l'équation (2.29)
que le lagrangien est eetivement invariant de jauge, et met en jeu maintenant, par le
biais du hamp de Higgs, des bosons veteurs massifs.
Pour revenir à l'interation életrofaible, le même méanisme est généralisé à la symétrie
SU(2) × U(1). La théorie dérivant ette interation est eetivement elle résumée au
paragraphe préédent, mais du fait du méanisme de brisure de symétrie, seul la jauge
U(1) reste enore observable à basse énergie au travers de l'életrodynamique. Le méan-
isme de Higgs appliqué à SU(2) permet don de donner une masse aux bosons veteurs
W , tout en onservant une théorie renormalisable [185, 186, 187℄ ; il est par onséquent
préditif. En eet, onsidèrons un doublet de hamps salaires omplexes d'hyperharge
Yh = 1/2
Φ =
(
φ+
φ0
)
, (2.38)
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de lagrangien (2.29) dans lequel la dérivée ovariante l'est maintenant par rapport aux
transformations de SU(2)× U(1)
Dµ = ∂µ + igWµ + ig
′YhBµ. (2.39)
En hoisissant la valeur moyenne dans le vide du doublet de Higgs le long de la omposante
non hargée
12
〈Φ〉 =
(
0
η
)
, (2.40)
il est possible d'étudier, omme pour la brisure de U(1), les utuations des hamps dans
leur nouvel état de vide en les déomposant sur les générateurs de SU(2)
Φ =
(
0
η + ρ
)
exp
(
i
ϕj
η
σj
2
)
. (2.41)
Une transformation de jauge permet, omme dans le as abélien, de réabsorber les phases
ϕj dans les masses, et de s'intéresser seulement au hamp ρ. Le lagrangien se réduit don,
au deuxième ordre en es nouveaux hamps, à
Lh → 1
2
∂µρ∂
µρ− λ
2
η2ρ2 +
1
2
g2η2W−µ W
µ+ +
g2
2
(
ρ2 + 2ηρ
)
W−µ W
µ+
(2.42)
+ (η + ρ)2
[(
g′YHBµ − g
2
W 3µ
)2]
.
Comme pour la brisure de U(1), il apparaît un hamp salaire neutre ρ de masse
√
λη,
le boson de Higgs, et les bosons veteurs W± aquièrent une masse (1/2)gη omme W 3
et Bµ qui se trouvent maintenant ouplés. Le ouplage entre les bosons veteurs neutres
peut être mieux ompris physiquement en introduisant deux nouveaux hamps
Zµ = cos(θw)W
3
µ − sin(θw)Bµ (2.43)
Aµ = sin(θw)W
3
µ + cos(θw)Bµ, (2.44)
ave θw l'angle faible
13
déni par
cos(θw) =
g√
g2 + g′2
sin(θw) =
g′√
g2 + g′2
. (2.45)
Il est faile de voir à partir de (2.42) que les termes de masse et de ouplage entre W 3µ et
Bµ se réduisent uniquement à un terme de ouplage pour le boson Z en
LZ = 1
4
(η + ρ)2
(
g2 + g′2
)
ZµZ
µ, (2.46)
et que, autrement dit, le boson Aµ reste de masse nulle : il peut être identié au photon
générant la symétrie U(1) életromagnétique, alors que le boson veteur Zµ, à l'origine
12
C'est un hoix de jauge sans eet physique a priori.
13
Weak angle.
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Fig. 2.2: Distribution en masse du nombre d'évènements observés au LEP durant l'an-
née 2000 et qui pourrait être interprétée omme une résonane du boson de Higgs à
115GeV [93℄.
des ourants neutre, est de masse (1/2)η
√
g2 + g′2. À partir du ouplage entre neutrinos,
de harge életromagnétique nulle, donné par (2.22), il est possible de relier les onstantes
de ouplage introduites, i.e. g, g′ et θw, à la onstante de ouplage életromagnétique e
par
e = g′ cos(θw) = g sin(θw). (2.47)
Expérimentalement, onnaissant la onstante de ouplage eetive de l'interation
faible Gf , elle de l'életromagnétisme e, et l'angle faible θw déterminé à partir des ou-
plages Z quarks et leptons [164℄, la masse des W± prédite est de 80.4GeV, et elle du
Z, 91.6GeV. Ces partiules ont eetivement été observées dans les aélérateurs ave
des masses extrêmement voisines des valeurs prédites [164℄, onrmant ainsi le modèle de
Glashow-Weinberg-Salam. Atuellement, la partiule assoié au Higgs ρ aurait peut être
été diretement détetée (f. Fig. 2.2), la mesure de sa masse xerait alors la onstante
d'autoouplage
14 λ et onrmerait le méanisme de Higgs.
La masse des autres partiules est obtenue par leur ouplage au hamp de Higgs. Ainsi
pour des fermions, un ouplage de type Yukawa [368℄ en
λfΨΦΨ, (2.48)
permet d'obtenir après brisure de symétrie des fermions Ψ massifs de masse λfη. Les dif-
férentes masses des diverses partiules sont alors introduites par le biais de leur onstante
de ouplage au hamp de Higgs.
14η est déjà déterminé par les mesures des masses des bosons veteurs massifs, η ≃ 175GeV
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2.4 Préditions et limites du modèle standard
Dans les setions préédentes, nous avons brièvement dérit les bases lassiques du
modèle standard. La théorie omplète dérivant les interations fondamentales néessite
ependant d'être quantiée, donnant ainsi tout son sens à la notion de partiule. Sans
entrer dans le détail et les diultés inhérentes à la quantiation
15
, elle-i permet es-
sentiellement de prédire les setions eaes de toutes les interations entre les partiules,
telles qu'on peut les mesurer dans les aélérateurs, mais également de les extrapoler à
des éhelles d'énergie bien plus élevées, telles elles de l'univers primordial.
2.4.1 La quantiation et la renormalisation
L'existene physique d'une onguration de partiules peut être identiée, dans la
théorie quantique des hamps, à un état donné d'un espae de Fok, i.e. une supperposition
innie d'espaes de Hilbert dans lesquels évolue haque partiule. L'opérateur d'évolution
Û(ti, tf ) agissant dans et espae permet de onnaître l'amplitude de probabilité Sif de
passage d'une onguration de partiules |Ci〉 en ti, à la onguration nale |Cf〉 en tf . Il
est possible de montrer que es amplitudes de probabilités se réduisent aux aluls de la
valeurs moyenne dans le vide initial du produit ordonné des hamps en interation [228,
313℄
Sif ∝ 〈0|T̂
[
F1 . . .Fn exp
(
i
∫
d4xLint
)]
|0〉, (2.49)
où les Fi sont les hamps onsidérés dans les états de Fok de transition et T̂ l'opérateur
produit ordonnant les hamps selon les temps déroissants. Dans la représentation d'in-
teration, le terme Lint se réduit aux parties du lagrangien de la théorie lassique autre
que elles dérivant la propagation libre des hamps. Le membre de droite est aussi noté
G(n) omme fontion de Green en interation à n points. Dans l'approhe perturbative
on développe l'opérateur d'évolution (le terme en exponentielle) en puissanes suessives
de la onstante de ouplage et des hamps libres. La fontion de Green de l'interation se
réduit en une somme innie de termes faisant intervenir les fontions de Green libres de
la théorie à deux, trois, . . . , n points qui s'identient à
G
(n)
lib = 〈0|T̂ [F1 . . .Fn] |0〉 (2.50)
Celles-i s'interprètent omme des orretions dues aux utuations quantiques des hamps
F en interations, et sont souvent les seules qu'il est possible de aluler analytiquement.
Le alul eetif des orretions quantiques peut s'eetuer au moyen de la quanti-
ation par l'intégrale de hemin [114, 138℄. En eet, il est possible de montrer que la
fontionnelle
16
W [{J }] ∝
∫
{DF} exp
[∫
d4x (L+ JF)
]
, (2.51)
15
La méthode de quantiation anonique sera néanmoins détaillée dans la partie III.
16
C'est également l'amplitude de persistane du vide en présene des soures externes 〈0|0〉{J}.
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ave {J } l'ensemble des densités de ourant externe, est génératrie des fontions de
Green en interation
G(n) =
1
in
δnW [{J }]
δJ n
∣∣∣∣
{J }=0
. (2.52)
Il est ainsi possible de tenir ompte des utuations quantiques des hamps dans
les interations. Cependant, leur nature quantique ne s'aommode pas du tout de leur
dénition loale, et les termes apparaissant dans e développement sont en général innis.
Pour rendre la théorie préditive il faut alors proéder à la renormalisation.
Le proessus de renormalisation onsiste à ajouter un nombre ni de ontre-termes, à
un ordre donné, dans le lagrangien initial de manière à annuler es divergenes. Ces ontre-
termes peuvent alors être absorbés dans une redénition des hamps et des onstantes
de la théorie, elles-i devenant alors des fontions de l'éhelle d'énergie onsidérée. Les
préditions de la théorie sont nalement assurées par la onnaissane de es fontions dont
les variations ave l'énergie sont omparées et vériées par l'expériene (voir gure 2.3).
C'est 't Hooft [185, 186, 187℄ qui a montré que les théories de jauge ave brisure de
symétrie étaient renormalisables sous ertaines onditions xant de manière unique la
forme même des termes d'interation à elles que nous avons utilisées dans les setions
préédentes. Le modèle standard de la physique des partiules ainsi onstruit dérit de
manière satisfaisante la physique sondée dans les aélérateurs pour des énergies allant
jusqu'à la entaine de GeV. Il laisse néanmoins ertaines questions en suspens dont les
tentatives de réponse suggèrent que e modèle ne onstitue qu'une théorie eetive d'une
théorie physique plus omplète.
2.4.2 L'uniation
La forme uniée de l'interation életrofaible du modèle standard pose naturellement
le problème de l'uniation des autres interations. Pourquoi deux interations seulement
seraient la manifestation d'un même phénomène ? Par la renormalisation des onstantes de
ouplage, il est possible d'en aluler leur évolution ave l'éhelle d'énergie (f. Fig. 2.3), et
les mesures atuelles semblent montrer que es onstantes sont du même ordre de grandeur
lorsque les énergies éhangées sont de l'ordre de 1015GeV (f. Fig. 2.4), suggérant que la
hromodynamique devait également être uniée ave l'interation életrofaible [149, 89℄.
Un problème d'envergure réside également dans l'inlusion de la gravitation. Celle-i
peut également être exprimée sous forme d'une théorie de jauge sous les transformations
loales de oordonnées dont l'ation s'érit [175℄
Sg =
∫
1
2κ2
(R − 2Λ)√−g d4x, (2.53)
où R est le salaire de Rii et g le déterminant de la métrique. La onstante de ouplage
κ2 étant dimensionnée, la gravitation d'Einstein n'est pas renormalisable, et don non pré-
ditive après quantiation. Du point de vue théorique, ei renfore l'idée selon laquelle
le modèle standard inluant la gravité ette fois-i, n'est qu'une théorie eetive à basse
énergie. Néanmoins, l'éhelle d'énergie à laquelle les eets quantiques sont suseptibles
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Fig. 2.3: Évolution de la onstante de ouplage de l'interation forte ave l'éhelle d'én-
ergie telle qu'elle est prédite par renormalisation, omparée aux valeurs mesurées [288℄.
Sa déroissane ave l'énergie est aratéristique de la liberté asymptotique de ette in-
teration.
de modier notablement la gravité est elle de Plank
17
, i.e. 1019GeV et don dans la
pratique, largement au delà des éhelles d'uniation des autres interations. La relativité
générale est enore, à es énergies, une très bonne desription de la gravitation.
2.4.3 Les paramètres libres
Bien que vérié au pourent près, le modèle standard met en jeu 19 paramètres in-
dépendants qui sont les onstantes de ouplage, les angles de mélange et les masses (ou
onstantes de ouplage au Higgs) des diverses partiules, e qui n'est pas omplètement
satisfaisant du point de vue théorique.
Le modèle standard ne propose auune expliation relative à la quantiation de la
harge, i.e. au fait que les harges des quarks sont en e/3 exatement, e étant la harge de
l'életron. Cette symétrie entre leptons et hadrons suggère également que es paramètres
a priori indépendants pourraient être reliés dans une théorie plus générale.
Le modèle standard ne donne pas non plus d'expliation au problème de hiérarhie
des masses. La brisure de symétrie életrofaible donne une éhelle d'énergie naturelle à la
théorie autour de η ≃ 175GeV. Bien que le quark top possède une masse de et ordre, les
autres partiules s'étalent sur un spetre de masse bien plus large, ainsi, pour dérire des
életrons de masse 511KeV, il faut que leur onstante de ouplage soit extraordinairement
17ℓPl =
√G~/c3 est la seule longueur que l'on puisse onstruire à partir des es trois onstantes
fondamentales.
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Fig. 2.4: Évolution des onstantes de ouplage des trois interations fondamentales ave
l'éhelle d'énergie. α1 est la onstante assoiée à la symétrie d'hyperharge, i.e. α1 =
(5/3)αe/ cos
2(θw) et α2 elle assoiée à SU(2), i.e. α2 = αe/ sin
2(θw) où αe = e
2/(4π).
α3 est la onstante de ouplage de l'interation forte. Elles semblent s'unier autour de
1015GeV [239℄.
faible, e qui est enore une forme de ne tunning.
Enn, la renormalisation de la théorie introduit un nouveau paramètre M qui est
l'éhelle d'énergie onsidérée, et dont dépendent les autres paramètres du modèle. Pour
un hamp salaire, à l'ordre d'une boule, il est possible de montrer que les ontre-termes
ajoutés au lagrangien initial (nu) renormalisent sa masse en
m2
0
→ m2 = m2
0
+O(M2). (2.54)
La masse physique observée estm alors que m0 est le paramètre fondamental de la théorie.
Si la théorie dont on mesure les eets aujourd'hui est valable jusqu'à l'éhelle de Plank,
i.e. M ≃ 1019GeV, alors pour observer un boson de Higgs de 115GeV il faudrait que
m0/M soit ajusté à 10
−17
près dans la théorie fondamentale.
2.4.4 L'énergie du vide
Le vide tel qu'il est interprété en théorie quantique des hamps est sujet aux u-
tuations quantiques des multiples hamps en interations. Bien que de valeurs moyennes
nulles, elles-i ontribuent néanmoins à l'énergie du vide telle qu'elle apparaît dans la
onstante osmologique des équations de Friedmann (1.15) si on suppose que les théories
de physique des partiules sont ouplées à la gravitation, ne serait-e que par les termes
inétiques
18
. Ainsi pour un hamp salaire libre de lagrangien (2.12), la densité d'énergie
18
Par exemple, pour le terme inétique d'un hamp salaire on a gµν∂
µΦ∂νΦ.
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du hamp dans l'état de vide s'obtient à partir du tenseur énergie-impulsion
〈0|Ttt|0〉 = 〈0|1
2
[∑
µ
(∂µΦ)
2 +m2Φ2
]
|0〉. (2.55)
Ave p le quadriveteur impulsion du hamp et après quantiation du hamp salaire19,
il vient
〈0|Ttt|0〉 =
∫
d3~p
(2π)32p0
(|~p |2 +m2) . (2.56)
Dans le as partiulier d'un hamp de masse nulle, et en intégrant jusqu'à l'énergie de
Plank, toujours en supposant que le modèle standard y est enore valable, l'équation
(2.56) se simplie en
〈0|Ttt|0〉 ≃ 1
16π2
M4Pl. (2.57)
La densité ritique atuelle est de l'ordre de 10−29g/cm3, soit dans les unités favorites
1meV4. La ontribution d'un tel hamp à l'énergie du vide serait don de l'ordre de
Ωvac ≃ 10124, à omparer à la valeur atuelle ΩΛ0 ≃ 0.7 mesurée par l'expansion de
l'univers. Ce terme ne pose pas de problème s'il n'y a pas de ouplage gravitationnel
(G = 0) ar il peut être renormalisé à zéro, mais e n'est plus le as lorsque la gravité est
onsidérée.
2.5 Conlusion
Le modèle standard de physique des partiules est une exellente desription des inter-
ations életrofaible et nuléaire forte au moins jusqu'à des énergies de l'ordre de quelques
entaines de GeV. Ses préditions vériées au pourent près onstituent une base solide
des méanismes qu'il invoque, tel que la brisure de symétrie par le biais d'un hamp de
Higgs. La déouverte de sa partiule assoiée en sera ertainement la meilleure onr-
mation. Néanmoins, il laisse ouvert de nombreuses questions montrant qu'il n'est que la
partie visible à nos éhelles d'une théorie plus fondamentale. Le problème est que l'én-
ergie potentiellement aessible dans des aélérateurs humains n'atteindra jamais, dans
un futur prévisible, les éhelles où la physique semble être radialement diérente. Cepen-
dant, omme nous l'avons évoqué au hapitre 1, es énergies ont déjà été atteintes dans
l'histoire de l'univers du fait de l'expansion. Ainsi, l'étude de l'univers primordial à des
éhelles d'énergies supérieures à 103GeV, i.e. un univers âgé de moins de 10−11s, permet
de sonder les théories de physique des partiules alors à l'÷uvre. Inversement, la desrip-
tion quantique des hamps est ertainement elle qu'il onvient d'utiliser dans l'univers
primordial. La symbiose existant entre es deux branhes de la physique est eetivement
frutueuse, et, omme nous le verrons dans les hapitres suivants, permet de donner des
éléments de réponse aux faiblesses des deux modèles standards, mais également de poser
de nouvelles questions.
19
Un alul similaire sera détaillé au hapitre 7.
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3.1 Introdution
Les modèles standard de osmologie et de physique des partiules dérivant orrete-
ment la physique à basse énergie, les quelques extensions évoquées dans ette setion
vont don onerner l'univers primordial, i.e des énergies supérieures à l'éhelle de brisure
életrofaible où l'univers était âgé de moins de 10−11s. Le rle essentiel du hamp de
Higgs dans ette transition de phase est ertainement un exemple de l'importane qu'ont
pu avoir les hamps salaires à es époques. Ainsi, à l'approhe hydrodynamique usuelle
dérivant le ontenu matériel de l'univers, est souvent préférée l'approhe théorie des
hamps en espae-temps ourbe. La dynamique de l'univers primordial est alors régie par
les lois d'évolution d'un ou plusieurs hamps quantiques.
3.2 Les hamps salaires osmologiques
3.2.1 L'ination
L'idée qu'un hamp salaire ait pu dominer la dynamique de l'univers primordial est à
l'origine du méanisme d'ination, i.e. une phase d'aélération de l'expansion de l'univers,
qui s'avère résoudre les problèmes du modèle de FLRW liés à l'existene d'un horizon
des partiules [166℄. L'idée générale est que l'observation atuelle de régions ausalement
déonnetées du passé résulte de l'aroissement plus rapide de la distane à l'horizon par
rapport au fateur d'éhelle, e qui est diretement la onséquene du ralentissement de
l'expansion dans l'ère de radiation et de matière. Le plus simple de es modèles invoque le
lagrangien (2.12) d'un hamp salaire Φ dans un potentiel V (Φ) en espae-temps ourbe
Linf = 1
2
gµν∂
µΦ∂νΦ− V (Φ), (3.1)
dont l'évolution s'obtient à partir de l'équation de Klein-Gordon
1√−g ∂µ
(√−ggµν∂νΦ)+ dV
dΦ
= 0, (3.2)
ave g le déterminant de la métrique. Pour une métrique de FLRW (1.6) et un hamp
salaire homogène, il vient
Φ¨ + 3HΦ˙ +
dV
dΦ
= 0. (3.3)
La densité d'énergie et la pression assoiées à e hamp peuvent s'obtenir à partir de son
tenseur énergie-impulsion
Tµν =
2√−g
δ (
√−gL)
δgµν
= 2
δL
δgµν
− gµνL. (3.4)
Par identiation de (3.4) ave le tenseur énergie-impulsion (1.10) d'un uide parfait,
l'équation (3.1) donne
ρφ =
1
2
Φ˙2 + V (Φ), (3.5)
Pφ =
1
2
Φ˙2 − V (Φ). (3.6)
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La dynamique de l'univers est donnée par les équations de Friedmann (1.15) et (1.16) qui
deviennent
H2 =
κ2
3
[
1
2
Φ˙ + V (Φ)
]
, (3.7)
H˙ = −κ
2
2
Φ˙2, (3.8)
où les termes de ourbure et de onstante osmologique ont été négligés
1
puisque l'on
s'intéresse à l'univers primordial (f. Set. 1.3.1). Dans le régime dit de roulement lent
où l'énergie inétique du hamp salaire reste négligeable devant son énergie potentielle,
i.e.
1
2
Φ˙2 ≪ V (Φ) et Φ¨≪ 3HΦ˙, (3.9)
il vient
ρφ ≃ −Pφ ≃ V (Φ), (3.10)
et la dynamique de l'univers s'apparente alors à elle onduite par un terme de onstante
osmologique pure PΛ = −ρΛ [voir Eq. (1.24)℄. Les équations de Friedmann (3.7) et (3.8)
se simplient en
H2 ≃ κ
2
3
V (Φ), |H˙| ≪ H2, (3.11)
et l'expansion de l'univers est aélérée garantissant la phase d'ination
H′ = aa¨ = a2
(
H˙ +H2
)
> 0. (3.12)
À partir des Eqs. (3.3) et (3.9), les potentiels satisfaisant les onditions de roulement lent
doivent vérier ∣∣∣∣ 1V dVdΦ
∣∣∣∣2 ≪ 6κ2. (3.13)
La présene d'une telle période inationnaire permet de résoudre le problème de l'hori-
zon. Au premier ordre, d'après (3.11), le paramètre de Hubble est onstant donnant lieu
à une roissane exponentielle du fateur d'éhelle
a ∝ eHt. (3.14)
Pendant ette période, la distane à l'horizon des partiules (1.53) se réduit à
dHinf =
1
H
eHt
(
1− e−Ht) ≃ 1
H
eHt, (3.15)
pourvu que Ht soit susamment grand, e qui sera vérié a posteriori. Ainsi, le rapport
des distanes à l'horizon entre le début d'une phase inationnaire à ti et sa n à tf vaut
dH(tf)
dH(ti)
= eH∆t, (3.16)
1
La onstante osmologique peut néanmoins être onsidérée omme un terme onstant du potentiel
V (Φ).
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ave ∆t = tf − ti. La distane à l'horizon au temps de Plank est d'après (1.52) dHPl =
aPl ηPl, alors que la distane propre atuelle au mur de Plank est dPl(η0) = a0 (η0 − ηPl),
qui ramenée au temps de Plank devient dPl(ηPl) = aPl (η0 − ηPl). Comme pour la surfae
de dernière diusion, ette dernière est de plusieurs ordres de grandeur plus grande que
l'horizon à ette époque. Le problème de l'horizon est don résolu par l'ination si
dHPlinf = e
H∆tdHPl > dPl(ηPl), (3.17)
ou enore pour une phase inationnaire telle que
eH∆t >
η0 − ηPl
ηPl
≃ 1029. (3.18)
Un tel fateur d'expansion est obtenue pour H∆t ≃ 67 et vérie don l'hypothèse (3.15).
Physiquement, la phase inationnaire gone rapidement une région ausale au temps de
Plank de sorte qu'elle englobe aujourd'hui tout l'univers observable.
L'ination résout aussi naturellement le problème de la platitude, en eet l'équation
(1.49) d'évolution du paramètre de densité devient
Ω˙tot = −2HΩtot (Ωtot − 1) , (3.19)
qui s'intègre en
Ωtot(tf)− 1
Ωtot(tf)
=
Ωtot(ti)− 1
Ωtot(ti)
e−2H∆t. (3.20)
Ainsi, pour un taux d'expansion de H∆t ≃ 67, le paramètre de densité se retrouve 1060
fois plus prohe de l'unité qu'il ne l'était avant la phase d'ination, e qui ompense
l'instabilité de Ωtot = 1 par l'évolution ultérieure du fateur d'éhelle (f. hapitre 1.3.1).
Enn, l'ination résout également le problème de la formation des grandes stru-
tures. Comme présenté dans la setion 1.3.3, les équations (1.61) et (1.62) montrent que
les longueurs d'onde λ0 aratéristiques des strutures gravitationnelles atuellement ob-
servées se retrouvent toujours, dans le modèle standard, en dehors de l'horizon initiale-
ment, e qui pose le problème de leur origine physique. Par l'ination, la distane à l'hori-
zon étant exponentiellement dilatée selon (3.15), les utuations originelles de longueur
d'onde λ, donnée par (1.61), se retrouvent initialement à des éhelles subhorizons [218℄.
L'ination autorise ainsi l'existene de méanismes physiques ausals leurs donnant nais-
sane
2
.
Bien que très attrayant, le méanisme d'ination laisse indéterminé la nature du hamp
salaire dominant la dynamique, l'inaton. De nombreux modèles ont été développés
permettant de le resituer dans un adre plus large [284, 233, 220, 232℄. En partiulier, les
transitions de phase peuvent être utilisées pour lui donner naissane [166, 167, 234℄, la
brisure de symétrie permettant de hanger la onguration du hamp de Higgs de Φ = 0
à Φ = η (voir hap. 2), et sous ertaines onditions d'obtenir un régime de roulement
lent. Ces modèles permettent alors de prévoir le devenir de l'inaton lorsque elui-i
atteint son nouvel état d'équilibre
3
, an de mieux ontraindre les lasses de modèles
admissibles [10, 1, 117, 218℄.
2
Les utuations quantiques du hamp Φ sont généralement onsidérées omme la soure de es
utuations primordiales.
3
Il doit osiller autour de son état d'équilibre réant ainsi des partiules, on parle alors de reheating
pour désigner l'aroissement dentropie qui s'ensuit.
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3.2.2 La quintessene
Comme ela a été évoqué au hapitre 2, le modèle standard de physique des partiules
prévoit une ontribution gigantesque des hamps quantiques à l'énergie du vide qui n'est
absolument pas observé en osmologie. Ce problème [354℄ est le résultat de l'impossibilité
de redénir arbitrairement le vide lorsque l'on onsidère la gravité, et dont la ause peut
être vue omme due à notre ignorane de la théorie quantique de la gravitation. Si elle
existe, les équations d'Einstein (1.13) peuvent en eet se réérire sous la forme
Gµν = κ
2Tµν − Λnue gµν . (3.21)
Il est lair que, omme on l'a fait dans la setion 2.4.4, onsidérer une valeur moyenne dans
le vide pour l'opérateur tenseur énergie-impulsion 〈0|Tµν |0〉, revient à bien dénir la valeur
moyenne de l'opérateur Gµν , e que l'on ne sait atuellement pas faire. Néanmoins, il est
toujours possible de onsidérer que les hamps lassiques bosoniques en jeu dans les deux
membres de (3.21) représentent la valeur moyenne des exitations de es hypothétiques
hamps quantiques bien dénis d'une théorie plus vaste, et l'on a ii noté Λnue le terme
de onstante osmologique ainsi obtenu. Il est raisonnable d'imaginer qu'une symétrie de
ette théorie puisse induire une ompensation exate telle que
κ2〈0|Tµν |0〉 = Λnuegµν , (3.22)
annulant ainsi le terme d'énergie du vide (2.57) dans la dynamique osmologique [363℄.
L'éhelle naturelle de Λnue serait alors de l'ordre la masse de Plank, e qui semble om-
patible ave le domaine de prédominane de la gravité quantique.
Le problème est alors d'expliquer pourquoi la onstante osmologique eetive atuelle-
ment observée (ΩΛ0 ≃ 0.7) n'est pas rigoureusement nulle, sans introduire un ne tunning
entre les deux termes de l'équation (3.22) puisqu'alors la diérene entre les deux termes
serait ajustée à 10−124 près. Les modèles de quintessene proposent que l'eet observé
atuellement soit dû à un autre hamp salaire osmologique induisant une aélération
de l'univers, la ompensation dans (3.22) étant par ailleurs supposée exate [351, 359℄.
Un tel hamp salaire peut également être dérit par (3.1) ave ette fois un potentiel
de la forme [274, 294℄
V (Φ) =
M4+α
Φα
, (3.23)
où M et α sont des paramètres libres. De tels potentiels permettent l'existene d'un at-
trateur pour l'évolution osmologique du hamp salaire. Il est possible de montrer [37℄
que indépendamment des onditions initiales, la densité d'énergie du hamp de quintessene
(3.5) évolue en
ρφ ∝ a−
3α(1+w)
2+α . (3.24)
Elle déroît plus lentement que elle assoiée à la matière et la radiation pourvu que
α > 0 [voir Eq. (1.43)℄, et don il existe un moment, après la phase dominée par la
matière, où l'énergie du hamp va dominer l'univers, et d'après les équations (3.10), agir
omme un terme de onstante osmologique dans l'approximation du roulement lent. Une
fois xé ρφ0 tel que Ωφ0 ≃ 0.7, la prédominane uniquement réente du hamp salaire sur
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la matière est également vériée, omme 'était le as pour une onstante osmologique
pure [voir Eq. (1.50)℄. D'autres parts l'insensibilité aux onditions initiales est assurée par
le fait qu'il existe un attrateur, et xe les paramètres du modèle à des éhelles d'énergie
raisonnables, M ≃ 106GeV lorsque α = 6 par exemple, rendant le modèle aeptable du
point de vue de la physique des hautes énergies.
La quintessene résout don le deuxième problème de ne tunning de la onstante os-
mologique, elle est de plus préditive puisque la domination atuelle du hamp salaire en
question donne une équation d'état diérente de elle d'une onstante osmologique pure.
D'après les équations (3.5) et (3.6), lorsque le hamp entre dans le régime de roulement
lent
wφ =
Pφ
ρφ
≃ −1 + Φ˙
2
V (Φ)
> −1. (3.25)
La mesure du paramètre w, prévue dans les années à venir, de l'équation d'état du uide
osmologique qui domine maintenant, permettra de tester les modèles de quintessene [160℄.
Comme dans le as de l'ination, l'origine du hamp de quintessene est indéterminée.
Il est possible de montrer que le potentiel (3.23) mène à une valeur physique du hamp
atuelle Φ ≃ MPl suggérant un lien ave des théories quantiques de gravité. L'existene
physique de es hamps salaires osmologiques est également motivée par les extensions
du modèles standard de physique des partiules, et prinipalement par la supersymétrie.
3.2.3 La supersymétrie
Les représentations du groupe de Poinaré sont réalisées dans la Nature par les fermions
et des bosons. Cependant, le modèle standard de physique des partiules SU(3)×SU(2)×
U(1) introduit une dissymétrie entre es deux familles : les fermions onstituent essen-
tiellement la matière alors que les bosons
4
n'apparaissent que omme veteurs de leurs
interations. La supersymétrie introduit une nouvelle symétrie entre fermions et bosons,
qui de e fait doit s'insérer dans le groupe de Poinaré. Il est possible de montrer qu'une
telle symétrie est unique, et ne peut être générée que par des opérateurs Qr de type
fermionique
5
vériant les relations d'antiommutations [358, 311℄{
Qr, Qs
}
= 2γµrsPµ, (3.26)
[Qr, P
µ] = 0, (3.27)
[Qr,M
µν ] = i σµνrs Qs, (3.28)
où les Qs sont des opérateurs de spin 1/2 sous les transformations de Lorentz de hiralité
hoisie, autrement dit des spineurs de Majorana. Le hoix de l'antiommutateur est imposé
4
À part le hamp de Higgs.
5
Le théorème de Coleman-Mandula [92℄ prouve en eet que toute algèbre de Lie additionnelle au groupe
de Poinaré en est néessairement disjointe, i.e. que ses générateurs ommutent ave les générateurs des
translations Pµ et des transformations de Lorentz Mµν . Cei n'est plus valable dans le as d'une algèbre
de Lie graduée [156℄, dont les générateurs vérient des relations d'antiommutations. Une symétrie générée
par des opérateurs fermioniques peut don s'insérer dans le groupe de Poinaré. Il est possible de montrer
que la seule théorie non triviale ne peut mettre en jeu que des générateurs de spin 1/2, rendant en e
sens la supersymétrie unique [168℄.
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par le théorème de Coleman-Mandula [92℄ et les autres relations de ommutations sont
xées par les onditions de ovariane et de fermeture de l'algèbre ainsi générée. σµν est
le générateur des transformations de Lorentz Mµν dans la représentation de spin 1/2
σµν =
1
4
[γµ, γν ] . (3.29)
La réalisation d'une telle symétrie impose qu'à tout fermion |f〉 soit assoié un boson
de même masse |b〉. La relation de ommutation (3.27) donne en eet
m2b|b〉 = P µPµQs|f〉 = QsP µPµ|f〉 = m2f |b〉. (3.30)
Le fermion et son boson assoié peuvent être vus omme des partenaires supersymétriques
d'un même objet, un supermultiplet. Dans le as d'un hamp salaire et d'un spineur, on
parle de supermultiplet hiral dont le lagrangien le plus simple doit être invariant sous les
transformations globales de supersymétrie δξ : les générateurs Q étant spinoriels, il en est
de même pour les paramètres innitésimaux ξ de es transformations. Le supermultiplet
hiral se transforme en [24℄
δξΨ = iγ
µ∂µ
(
A+ iγ5B
)
ξ (3.31)
δξA = ξΨ (3.32)
δξB = iξγ
5Ψ, (3.33)
où les hamps A et B sont les parties réelles et imaginaires du hamp salaire omplexe
Φ. On peut alors vérier que le lagrangien de Wess-Zumino [358℄
Lwz = ∂µΦ†∂µΦ+ iΨγµ∂µΨ, (3.34)
est eetivement invariant sous les transformations (3.31) à (3.33), sur ouhe de masse,
i.e. lorsque les hamps vérient leurs équations du mouvement. Une telle symétrie n'est pas
observée à nos éhelles d'énergie. Par onséquent, si elle existe, elle a néessairement été
brisée dans l'univers primordial. L'existene de la supersymétrie est néanmoins suggérée
par ertaines de ses onséquenes.
La symétrie fermions bosons générée par la supersymétrie résout le problème des or-
retions radiatives évoquées au hapitre 2. Le développement perturbatif de la fontion-
nelle génératrie des fontions de Green (2.51) omprend alors autant de termes invoquant
des fermions que des bosons, leur ontribution étant de signe opposée, les divergenes
éventuelles tendent ainsi à se ompenser. Les théories supersymétriques sont don plus
failement renormalisables, quand elles ne sont pas simplement nies. Ces ompensations
ont également la partiularité d'annuler l'énergie du vide quantique (2.56). Bien sûr, la
brisure de supersymétrie restaure e problème, mais à une éhelle d'énergie très inférieure
à elle de Plank
6
.
Une autre prédition attrayante de l'existene de la supersymétrie onerne les théories
d'uniation des interations [268℄. Dans la setion 2.4.2, on a vu que la variation des
onstantes de ouplage ave l'éhelle d'énergie tend à indiquer leur uniation autour
6
Le ne tunning passe de 124 ordres de grandeur à 60.
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Fig. 3.1: Évolution des onstantes de ouplage des trois interations fondamentales ave
l'éhelle d'énergie, dans le adre des théories de grande uniation supersymétriques [239℄.
Les paramètres αi sont les onstantes de ouplage assoiées aux trois interations tels qu'ils
sont dénis sur la gure 2.4.
de 1015GeV. Les théories de grande uniation7 essaient de trouver des groupes de jauge
redonnant eux du modèle standard après brisure d'une symétrie plus vaste [omme SU(5)
ou SO(10)℄ par le méanisme de Higgs. L'adjontion de la supersymétrie dans es théories
donne une meilleure uniation des onstantes de ouplages suggérant sa restauration à
haute énergie (f. Figs. 2.4 et 3.1).
Enn il est possible de onstruire une théorie invariante sous les transformations lo-
ales de supersymétrie. Les relations de ommutations (3.26) à (3.28) mettant en jeu
les générateurs du groupe de Poinaré, l'invariane sous les transformations loales de
oordonnées sera don naturellement assurée, d'où sa dénomination de supergravité. À
partir du lagrangien de Wess-Zumino (3.34), il est possible de montrer [24, 141, 267℄ que
la théorie orrespondante invariante sous δξ(x) introduit alors la relativité générale ainsi
qu'un fermion de spin 3/2 interprété omme le partenaire supersymétrique du graviton.
δξ(x)Lwz = 0⇒ Lwz = ∂µΦ†∂µΦ + iΨγµ∂µΨ+ 1
2κ2
R +
1
2
εµνρσΨµγ
5γν∂ρΨσ, (3.35)
ave R le salaire de Rii, et Ψµ le hamp fermionique de spin 3/2 dérit par l'ation de
Rarita-Shwinger [293℄. La supergravité, en plus de donner un adre unié à toutes les
interations, ore des méanismes de brisure de supersymétrie dans des seteurs ahés,
i.e. pour des hamps ouplés aux partiules usuelles uniquement par la gravitation. Ces
brisures doues
8
aboutissent à une séparation de la masse des salaires et fermions à
7
GUT ou Grand Unied Theory.
8
Soft supersymmetry breaking.
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basse énergie ompatible ave l'absene d'observations [99, 268, 26℄, et potentiellement
détetable. Par exemple, pour une éhelle d'énergie de brisure de supersymétrie de l'or-
dre de 1010GeV, le gravitino aurait une masse de 100GeV [24℄. Du point de vue os-
mologique, les potentiels de supergravité permettent de donner un adre plus rigoureux à
la quintessene. Il est en eet possible de montrer que les potentiels en exponentielle
V (Φ) ∝ e−αΦ, (3.36)
naturellement présents en supergravité, mènent à des solutions attratives ompatibles
ave les observations [55, 56℄, tout en résolvant le problème des orretions dues à la
gravitation (f. Set. 3.2.2).
La supersymétrie donne don un adre théorique motivant l'existene de hamps
salaires dans l'univers primordial. De plus toutes es théories mettent en jeu des mé-
anismes de brisure de symétrie, faisant également intervenir d'autres hamps salaires,
permettant de retrouver le omportement du modèle standard à basse énergie. La physique
des partiules atuelle donne don la vision d'un univers primordial à la dynamique régie
par l'évolution d'un ou plusieurs de es hamps et pontuée de brisures de symétrie.
Cependant, les brisures spontanées de symétrie ne sont pas sans onséquenes du point
de vue osmologique. T. Kibble a en eet montré dans les années 1970 [210, 211℄ qu'elles
pouvaient onduire à l'apparition de défauts topologiques du vide, 'est à dire des régions
de l'espae dans lesquelles les hamps restent piégés dans leur anien état de vide. L'én-
ergie ontenue dans es objets dépendant expliitement de l'éhelle d'énergie de la brisure
de symétrie, et pouvant être assez élevée, leur existene peut eetivement modier les
propriétés de l'univers.
3.3 Les défauts topologiques
La transition de phase survenant lors de la brisure de symétrie par méanisme de Higgs
(f. Set. 2.3) s'insère dans le adre osmologique lorsque l'on onsidère les eets de la tem-
pérature. Aux éhelles d'énergie du modèle standard, l'état fondamental permettant de
dénir la fontionnelle génératrie des fontions de Green (2.51) est le vide à température
nulle (f. Set. 2.4.1). Cette approximation n'est ependant plus valable dans l'univers
primordial puisque les interations entre les divers hamps s'eetuent dans un bain ther-
mique de température Θ non nulle, et les fontions de Green libres (2.50) doivent être
redénies sur un ensemble omplet d'états |Ω〉 qui sont supposés appartenir à l'ensemble
grand anonique :
G
(n)
Θ ∝
∑
Ω
e−βEΩ〈Ω|T̂ [F1 . . .Fn] |Ω〉, (3.37)
où β = 1/Θ. Il est possible de montrer que le formalisme de renormalisation, utilisé à
température nulle pour aluler les orretions radiatives, s'applique également au alul
des orretions due au bain thermique [251, 244, 4, 53℄ pourvu que la variable temporelle
soit bornée sur l'intervalle [0,−iβ].
Ainsi, dans le adre du modèle de Higgs abélien, il est possible de tenir ompte des
orretions au potentiel du hamp salaire (2.32) à la température Θ. Le potentiel eetif
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à une boule s'érit alors [353, 116, 214℄
Veff (Φ,Θ) =
λ
8
|Φ|4 + λ
24
(
Θ2 − 6η2) |Φ|2 + η4. (3.38)
Pour des températures
Θ > Θc =
√
6η, (3.39)
e potentiel ne possède qu'un minimum à |Φ| = 0. Lorsque la température devient in-
férieure à ette valeur ritique, on se retrouve dans une situation de brisure spontanée de
symétrie où l'état fondamental devient dégénéré |Φ| = η (voir Fig. 2.1). Inversement, les
symétries brisées des modèles de physique des partiules sont don restaurées dans l'u-
nivers primordial pourvu que la température y soit susamment élevée. En onséquene,
lors de son refroidissement, l'univers est le siège de multiples transitions de phase où l'état
d'énergie du vide hange de manière plus ou moins rapide selon la nature de la transition
9
.
Toujours pour le modèle de Higgs abélien, lorsque la température de l'univers passe
en dessous de Θc, le hamp tombe en haque point de l'espae physique dans son nouvel
état de valeur moyenne
Φ0 = η e
iα. (3.40)
La phase omplexe étant a priori quelonque
10
, sur des distanes physiques plus grandes
que la longueur de orrélation ℓc de la transition de phase, elle-i va être une fon-
tion ontinue de la position α (~x). L'existene d'une longueur de orrélation est assurée
par l'existene d'une distane nie à l'horizon à ette époque. En pratique, un ordre
de grandeur de ℓc est plutt donné par la mirophysique à l'÷uvre lors de la transition
et peut être relié à l'éhelle de distane des utuations thermiques [210℄. Une fois les
phases déterminées par la transition, on peut herher un ontour fermé le long duquel
α (~x) varie ontinûment de 0 à un multiple entier de 2π. Si une telle onguration existe,
ela implique néessairement, par ontinuité, l'existene d'un point à l'intérieur de ette
boule où la phase α ne peut être orretement dénie. Le seul état du hamp de Higgs
autorisant ette phase singulière est Φ0 = 0, soit l'état de vide avant la transition. Par
translation dans les dimensions transverses à la boule, il se forme don une struture
linéique où le hamp de Higgs est nul et appelée orde de Kibble ou orde osmique (voir
Fig. 3.2). Plus intuitivement, l'ensemble des hoix de phases possibles en haque point de
l'espae survenant lors de la transition va générer des ongurations telles qu'en ertains
points singuliers l'anien vide ne peut hoisir son nouvel état, et une fois les utuations
de température susamment faibles pour ne plus modier la onguration des phases
11
,
et état se retrouve gelé en une orde osmique.
9
Dans les transitions de phase du premier ordre, l'état fondamental non dégénéré doit traverser une
barrière de potentiel pour rejoindre le nouvel état d'énergie inférieure, pouvant onsidérablement ralentir
la inétique de la transition.
10
On la repésente sous la forme d'une variable aléatoire.
11
C'est-à-dire pour des températures inférieures à la température de Ginzburg ΘG pour laquelle les
utuations du hamps sont du même ordre de grandeur que sa valeur moyenne. Pour une transition de
phase du premier ordre, on a ΘG ≃ (1− λ)Θc [153, 215℄.
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|Φ| = 0
θ
|Φ
0
| = η
Φ
0
= η eiα
Fig. 3.2: Le potentiel de Higgs du modèle U(1) abélien dans le plan omplexe
[ℜ (Φ) ,ℑ (Φ)] et la topologie des phases du nouvel état de vide, dans l'espae physique,
menant à la formation d'une orde osmique.
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3.3.1 Cordes de Nielsen-Olesen
À partir du lagrangien du modèle de Higgs abélien (2.29), des solutions de type ordes
osmiques peuvent être trouvées en se restreignant à des solutions statiques à symétrie
ylindrique, et il est toujours possible d'érire loalement les hamps de Higgs et de jauge
sous la forme [3, 264℄
Φ = ϕ(r)einθ, Bµ = Bθ(r)δµθ, (3.41)
ave ϕ et Bθ des hamps salaires réels dans le plan polaire (r, θ). Les équations du
mouvement vériées par le hamp de Higgs et le hamp de jauge se simplient alors en
d2H
d̺2
+
1
̺
dH
d̺
=
HQ2
̺2
+
1
2
H(H2 − 1), (3.42)
d2Q
d̺2
− 1
̺
dQ
d̺
=
m2b
m2h
H2Q, (3.43)
ave mb = gη et mh =
√
λη les masses du boson vetoriel et du boson de Higgs, et les
variables adimensionnées
H =
ϕ
η
, Q = n + gBθ et ̺ = mhr. (3.44)
La solution de es équations est représentée sur la gure 3.3 pour un nombre d'enroulement
n = 1. Le hamp de Higgs s'annule au entre du vortex pour rejoindre sa valeur moyenne
η dans le vide loin de la orde, alors que le hamp vetoriel se ondense sur la orde où
la symétrie n'est pas brisée [6, 23, 282, 303℄. La largeur physique de la orde est donnée
par l'éhelle de distane sur laquelle varie le hamp de Higgs, et elle-i est de l'ordre de
sa longueur d'onde Compton (f. Fig 3.3)
∅c ≃ 1/mh. (3.45)
L'énergie ontenue dans ette onguration de orde peut être expliitement alulée à
partir de es solutions de hamps et des équations (2.29) et (3.4). Par symétrie ylindrique,
seules les omposantes temporelles et axiales sont non nulles après intégration sur les
variables transverses [279℄, il vient alors
T tt = −T zz = −Lh = 1
2
(∂rϕ)
2 +
1
2
ϕ2Q2
r2
+ V (ϕ) +
1
2g2
(∂rQ)
2
r2
, (3.46)
soit, en fontion des variables adimensionnées
T tt =
λη4
2
[
(∂̺H)
2 +
Q2H2
̺2
+
(H2 − 1)2
4
+
1
λg2
(∂̺Q)
2
̺2
]
. (3.47)
L'énergie par unité de longueur U s'obtient ensuite par intégration sur les variables trans-
verses
U = C
(
λg2
)
η2, (3.48)
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Fig. 3.3: Les solutions de ordes statiques, à symétrie ylindrique, aux équations de
hamps déduites du lagrangien de Higgs abélien (2.29). Le hamp de Higgs H s'annule
au entre du vortex et rejoint son état de vide usuel sur des distanes de l'ordre de 1/mh,
alors que les bosons de jauge se ondensent sur la orde.
ave C une fontion des onstantes de ouplage de l'ordre de l'unité [341℄. La densité
d'énergie d'une orde osmique est don diretement donnée par l'éhelle d'énergie de la
brisure de symétrie. Ainsi, des ordes de grande uniation formées à 1015GeV ont une
masse linéique voisine de 1015 tonnes par m et un diamètre 10−22 fois plus petit que
elui de l'atome d'hydrogène. Pour des éhelles d'énergie autour de 10TeV, la densité
d'énergie est prohe du gramme par entimètre pour des rayons dix million de fois plus
petits que l'atome d'hydrogène. Dans la vision hydrodynamique, par analogie ave (1.10),
−T zz représente la tension de la orde T . D'après l'équation (3.46) les ordes osmiques
basées sur le modèle de Higgs abélien vérient don
12
U = T ≃ η2. (3.49)
La brisure de la symétrie U(1) par le méanisme de Higgs donne ainsi naissane à des
défauts dans la onguration spatiale du vide. Comme évoqué au paragraphe préédent,
la stabilité de es objets est intimement liée à la topologie du vide après la transition de
phase. D'une manière plus générale, il est possible d'utiliser une approhe mathématique
basée sur les groupes d'homotopie du vide pour statuer sur leur nature et existene après
une brisure de symétrie.
12
Il s'agit de orde de Goto-Nambu dans la limite d'épaisseur nulle [161, 261℄.
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3.3.2 Topologie du vide
De manière générale, lors d'une transition de phase par brisure de symétrie, l'état
d'énergie minimale passe d'une invariane sous les transformations d'un groupe de Lie
ompat G, à un sous groupe H . La brisure de symétrie est généralement notée G→ H .
Ave les notations utilisées dans la setion préédente, l'état de vide brisant la symétrie
est déni par
Φ
0
= 〈0|Φ|0〉, (3.50)
et le sous groupe non brisé
H ≡ {h ∈ GupslopeR(h)Φ0 = Φ0} , (3.51)
où R(h) sont les matries de la représentation du groupe de symétrie G dans l'espae
vetoriel où évolue le hamp Φ. Le vide obtenu peut alors être représenté par une variété
V dénie par
V ≡ {ΦvupslopeΦv = R(v)Φ0 ; v ∈ G \H} , (3.52)
i.e. l'ensemble des états obtenus à partir d'un état de vide brisé Φ0 par les transformations
ne le laissant pas invariant. Autrement dit, haque élément Φv représente le sous ensemble
vH du groupe G. La variété V représente don l'ensemble des ensemble vH tel que v ∈
G \H , i.e. le groupe quotient de H dans G
V ∼ G/H. (3.53)
Réiproquement, G/H ontient par dénition l'ensemble des éléments de la forme gH , et
eux-i ne sont trivialement pas identique à H que si g ∈ G \H , 'est à dire V.
La struture du vide peut don être dérite par la topologie du groupe quotient G/H .
En partiulier, l'existene de ordes de Kibble est diretement reliée à l'impossibilité de
réduire un hemin fermé à un point, e qui doit apparaître néessairement dans la struture
de V. Intuitivement, dans le as de la symétrie U(1), si l'on représente V dans le plan
omplexe omme une surfae de R2, de telles boules ne peuvent exister que si la surfae
possède un trou. Du point de vue mathématique, il est ommode d'introduire les groupes
d'homotopie pour dérire les propriétés de tels espaes. Un hemin fermé existant dans la
variété V et passant par un point13 x peut être dérit par une appliation ontinue c(u)
dans V et dénie sur [0, 1] telle que
c(0) = c(1) = x. (3.54)
Deux hemins fermés c(u) et d(u) passant par x sont dit homotopes si et seulement si il
existe une appliation h(u, v) dénie sur [0, 1]× [0, 1] permettant de passer ontinûment
de c à d, i.e.
h(u, 0) = c(u),
h(u, 1) = d(u),
(3.55)
le point x restant xe,
h(0, v) = h(1, v) = x. (3.56)
13
Dans toute la suite la variété et sa orrespondane dans l'espae eulidien de référene seront identiés.
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An de onstruire une struture de groupe, il est plus judiieux de onsidérer la lasse
d'équivalene assoiée à un hemin fermé par la relation d'homotopie. On adoptera ii la
onvention usuelle dans laquelle [c] désigne l'ensemble de tous les hemins passant par x
et homotopes à c(u). Une loi de omposition peut être dénie en passant d'un hemin à
l'autre. Par dénition f = c ∗ d est le hemin tel que
f(u) =

c(2u) ∀u ∈
[
0,
1
2
]
,
d(2u− 1) ∀u ∈
[
1
2
, 1
]
.
(3.57)
L'ensemble des lasses d'équivalene {[c]} munie de la loi de omposition ◦ dénie par
[c] ◦ [d] = [c ∗ d] = [f ], (3.58)
est un groupe appelé premier groupe d'homotopie, ou groupe fondamental de V. Si la
variété V est onnexe par ar, e groupe ne dépend pas pas du point14 x, et il est alors
noté π1 (V). Si toutes les boules de V peuvent être ontinûment réduites à un point, le
premier groupe d'homotopie se réduit à l'identité π1 ∼ I. Inversement, dans le as de la
brisure de la symétrie U(1), il y aura autant d'éléments dans π1 que de familles de boules
homotopes, i.e. de nombre de tours diérents autour d'un trou. Le groupe fondamental
est don isomorphe au groupe π1 ∼ Z des entiers relatifs qui s'identient aux nombres des
enroulements possibles du hamp de Higgs autour de la orde. On voit par et exemple
omment le groupe d'homotopie permet de lasser les diérents type de ordes
15
pouvant
se former lors de la brisure G→ H .
De la même manière, il est possible de dénir le n-ième groupe d'homotopie de V en
remplaçant les hemins fermés par des n-surfaes. Dans ette nomenlature, π0 ompte le
nombre de parties onnexes disjointes et π2 les diérentes surfaes homotopes enveloppant
les points de la variété. Par analogie ave la formation de ordes osmiques, une brisure
de symétrie donnant lieu à un vide V tel que π0(V) ≁ I onduit à l'apparition de murs de
domaine. Une telle transition de phase est obtenue par le lagrangien (2.29) ave ette fois
un hamp salaire réel Φ, et don pour G ∼ {−1, 1} et H ∼ I. Le potentiel orrespondant
est alors la setion réelle du potentiel de Higgs abélien (f. Fig. 3.2) et le hamp de Higgs
prend ette fois un signe arbitraire après la brisure de symétrie. Le mur de domaine est la
surfae
16
sur laquelle Φ = 0 séparant la région où Φ = η de elle où Φ = −η. La solution
de hamp équivalente à la gure 3.3 peut être alulé analytiquement [341℄ :
Φ(r) = η tanh
(
1
2
√
ληr
)
, (3.59)
14
Plus rigoureusement les groupes d'homotopie sont isomorphes.
15
Ce n'est rigoureusement vrai que pour π1 abélien, dans le as ontraire deux éléments diérents de π1
peuvent représenter la même struture de vide. Dans e as on se sert des lasses de onjugaison dénies
sur la relation d'homotopie libre : deux hemins c et d sont homotopiquement libres si il existe un hemin
f tel que f−1cf soit homotope à d.
16
La formation d'une telle surfae est tout à fait analogue aux surfaes d'aimantation nulle dans les
matériaux ferromagnétiques séparant les domaines de Weiss.
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qui s'annule en r = 0 et tend vers ±η à l'inni. De la même manière, la non trivialité de
π2 onduit à l'apparition de monoples lors d'une transition de phase, i.e. des points de
l'espae où le hamp de Higgs s'annule.
La formation de défauts topologiques survenant lors d'une transition de phase est don
onditionnée par la nature des groupes de Lie brisés. Signalons deux théorèmes onernant
les groupes d'homotopie [258, 364℄ qui s'avèrent utiles pour leur détermination. SiG vérie
πn(G) ∼ πn−1(G) ∼ I alors
πn(G/H) ∼ πn−1(H). (3.60)
Dans le as des ordes osmiques, si G est simplement onnexe, alors π1(G/H) ∼ π0(H)
et l'étude de la topologie du vide se réduit au dénombrement des parties disjointes du
sous groupe H . Enn, dans le as où le vide s'exprime omme le produit de groupes de
Lie Q = Q1 ×Q2, son premier groupe d'homotopie vérie
π1(Q) ∼ π1 (Q1)⊕ π1 (Q2) . (3.61)
Selon es ritères, il est intéressant de noter que la brisure de symétrie életrofaible
SU(2) × U(1) → U(1) ne forme pas de défaut topologique stables, π1 [SU(2)] ∼ I. Il
est néanmoins possible de former des défauts semi-topologiques dont la stabilité dépend
de la dynamique des hamps [337, 338℄. Dans le as du modèle standard életrofaible, les
valeurs des paramètres, omme la masse des bosons de jauge, sont tels que es ongura-
tions sont instables [179, 5℄.
3.3.3 Eets gravitationnels
Malgré leur très grande densité d'énergie, la struture linéique des ordes osmiques ne
génère que des eets gravitationnels modérés. Dans la limite newtonienne des équations
d'Einstein (1.13), le potentiel gravitationnel vérie
∇2Vgrav = 4πG Tr (T µν) , (3.62)
et pour une orde, les termes d'énergie par unité de longueur U et de tension T s'annulant
dans le membre de droite, il n'y a pas d'eet gravitationnel statique. Les eets gravita-
tionnels dominants sont diretement donnés par la géométrie de l'espae-temps autour
de la orde. Celle-i peut être alulée approximativement en supposant la orde inni-
ment ne et le hamp de gravitation généré susamment faible pour pouvoir linéariser
les équations d'Einstein (1.13). Pour une orde statique et à symétrie ylindrique, il vient
la métrique [345℄
ds2 = dt2 − dz2 − dr2 − r2dθ2, (3.63)
ave
θ ∈ [0, 2π − 8πGU ] . (3.64)
L'espae-temps autour d'une orde est plat mais possède un angle manquant. Les surfaes
à t et z onstants sont don des nes (f. Fig. 3.4) obtenus en retirant et angle et en
identiant les bords. Quantitativement, ette approximation n'est valable que lorsque le
hamp généré est faible, ou enore lorsque l'angle manquant est inférieur à 2π
δθ = 8πGU ≪ 2π. (3.65)
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Fig. 3.4: Surfae à t et z onstant de la métrique autour d'une orde osmique sous ritique
(η ≪ MPl). L'angle manquant dééhit les rayons lumineux de 4πGU indépendamment
du paramètre d'impat.
D'après (3.49), ei est vérié pourvu que η ≪MPl, e qui est satisfait pour la plupart des
transitions de phase onsidérées. Dans les as où η ∼ MPl, les setions à t et z onstants
deviennent ylindriques pour δθ = 2π et présentent des singularités17 pour δθ > 2π à
distane nie du ÷ur [162, 235℄. Enn, la struture de la métrique près de la orde
dépend de sa nature mais tend vers sa forme onique asymptotiquement [236℄.
Bien qu'il n'y ait pas d'eet statique, la géométrie de l'espae-temps autour d'une
orde induit tout de même des eets gravitationnels potentiellement observables. Par
exemple, les rayons lumineux issus d'une soure lointaine peuvent être dééhis par la
présene d'une orde entre la soure et l'observateur [342, 162℄. Dans le référentiel de la
orde, et dans son plan perpendiulaire, l'angle de déexion s'identie lairement à l'angle
manquant δD ∼ 8πGU (f. Fig. 3.4). Dans le as général, ave l et d les distanes de la
orde à la soure et à l'observateur respetivement, et i l'angle d'inlinaison des rayons
17
C'est un moyen d'obtenir de l'ination topologique.
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lumineux par rapport au plan perpendiulaire, il vient [341℄
δD = δθ sin(i)
l
l + d
. (3.66)
L'eet sur la matière est similaire. Deux partiules de vitesse v passant de part et d'autre
de la orde vont aquérir une vitesse radiale l'une vers l'autre due à l'angle manquant de
la métrique (f. Fig. 3.4). Par projetion sur la diretion les reliant, il vient
δv ∼ γvδθ (3.67)
dans le référentiel d'une partiule
18
. Cet eet de sillage laissé par les ordes dans la matière
environnante a été originellement onsidéré omme un autre méanisme permettant de
générer les perturbations gravitationnelles néessaires à la formation des grandes stru-
tures (voir Chap. 1). Cependant, omme nous le verrons dans la partie II les ontraintes
osmologiques atuelles semblent maintenant éarter e sénario [11, 12, 27, 47, 98℄. Les
eets gravitationnels préédemment évoqués ne onernent ependant que les ordes re-
tilignes et sans struture interne. Or, nous verrons dans le hapitre 5 que leur évolution
osmologique tend naturellement à leur donner une allure fratale aux petites éhelles de
distane. L'existene de ette sous-struture peut alors exaerber la déexion lumineuse
induite par la orde du fait de l'apparition de austiques [34, 332℄ (voir Fig. 3.5). Les mod-
èles plus réalistes de ordes que nous présenterons dans le hapitre 6 invoquent de plus
l'existene de ourants de partiules pouvant également générer des eets gravitationnels
observables [147℄ (voir Fig. 3.6).
Les transitions de phase survenant dans l'univers primordial telles qu'elles sont prédites
par le modèle standard de physique des partiules peuvent don générer des défauts
topologiques omme les murs de domaine, les ordes osmiques ou les monoples
19
. Comme
nous le verrons dans les hapitres suivants, leur existene peut modier signiativement
la dynamique de l'univers, et les ontraintes osmologiques s'imposant sur es objets se
trouvent nalement être des ontraintes fortes sur les symétries qu'il a été possible de
briser dans l'univers primordial. L'étude des défauts topologiques permet don de sonder
la physique des partiules à des éhelles d'énergie qu'il est impossible d'atteindre dans les
aélérateurs.
3.4 Quelques ontraintes
Les théories résumées dans e hapitre permettent de résoudre ertains problèmes
des modèles standard, mais en posent de nouveaux, omme la formation des défauts
topologiques. Il est de e fait indispensable d'explorer es onséquenes an de pouvoir
mieux ontraindre la nouvelle physique en jeu. Certains faits observationnels simples per-
mettent déjà de situer les problèmes que pose l'existene de es reliques de transition de
phase.
18γ est le fateur de Lorentz.
19
Il est également possible de générer des textures lorsque le troisième groupe d'homotopie est non
trivial [211℄. Leur stabilité n'est ependant pas assurée uniquement par la topologie, elle-i ne pouvant
agir que sur les trois dimensions spatiales [317, 211℄.
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Fig. 3.5: Eets simulés de lentille gravitationnelle induits par une orde osmique possé-
dant une allure de marhe aléatoire aux petites éhelles de distane. L'existene d'une telle
miro-strutrure est motivée par les simulations numériques d'évolution osmologique de
ordes (voir Chap. 5). L'image de fond est un amas de galaxies de redshift z = 1 et la
orde se trouve à z = 0.8, pour une résolution angulaire inférieure à 0.1′′ [34℄.
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Fig. 3.6: Mouvement apparent des mirages gravitationnels générés par une orde osmique
suite au passage d'un pulse de ourant de genre lumière. Dans la onguration d'observa-
tion (gure de gauhe), le temps aratéristique de déplaement est ℓGU pour une soure
située à l'inni (d ≫ ℓ). Ainsi, pour une orde de grande uniation (GU ≃ 10−6) située
à quelques mégaparses, le mouvement des images doubles de la soure s'eetuerait pen-
dant quelques années sur une ouverture angulaire maximale de 0.1′′ [147℄.
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La symétrie életrofaible omportant le groupe U(1), dans une théorie de grande uni-
ation e groupe doit faire partie de la haîne de brisures de symétrie d'un groupe ompat
G. D'après (3.60), puisque π1 [U(1)] ∼ Z, il existe néessairement un vide dans la haîne
tel que π2(V) ≁ I menant à la formation de monoples [289℄ (voir la setion préédente).
Le problème de es objets est leur abondane : ils se omportent en eet omme de la
matière ordinaire et l'évolution de leur densité rapportée à elle de l'entropie ne varie ave
l'expansion que par leur annihilation ave des antimonoples, également formés lors de la
transition de phase. Or, e taux d'annihilation est tel [371℄ qu'on peut montrer que, pour
des monople de grande uniation ave η ∼ 1015GeV, leur densité atuelle dominerait
la densité ritique de plusieurs ordres de grandeur [289℄. L'existene des monoples n'est
don pas ompatible ave le modèle standard osmologique.
Si l'on s'intéresse aux murs de domaines, l'équation de Poisson du potentiel gravita-
tionnel (3.62) se réduit à
∇2Vgrav = −4πGU, (3.68)
ave U la densité d'énergie surfaique du mur. La présene d'un tel défaut onduit don à
une fore gravitationnelle répulsive
20
, soure d'eets détetables dans le CMBR à partir
d'une éhelle d'énergie de η ∼ 1MeV, 'est-à-dire largement en deça de la transition
életrofaible [369, 211, 320℄. Inversement, un mur de domaine formé lors de ette transition
aurait une énergie 108 fois supérieure à elle de toute la matière onnue, et dominerait
don la dynamique de l'univers. La formation de es défauts est don également exlue
par la osmologie, et de e fait la brisure d'une symétrie disrète par méanisme de Higgs.
Une solution possible (et en fait privilégiée à l'heure atuelle) est elle de l'ination.
L'univers observable aujourd'hui provenant d'une région bien plus petite que l'horizon
avant l'ination, le fateur de dilution est onsidérable et la domination atuelle des
reliques est évitée [166, 328℄. Un autre méanisme fait appel aux ordes osmiques. Lors
de transitions de phases ultérieures, des ordes peuvent être formées et se onneter aux
autres défauts alors présents. Elles atalysent ensuite leur désintégration évitant ainsi la
atastrophe osmologique [222, 96, 184℄.
Les ordes de Kibble sont atuellement ompatibles ave les ontraintes observation-
nelles, et e n'est que dans des eets plus n que leur existene pourra être, ou non,
inrmée. L'observation de la surfae de dernière diusion au travers du spetre de puis-
sane du CMBR est atuellement un des moyens les plus prometteurs pour ontraindre es
modèles. En eet, l'observation du rayonnement de fond dius dans toutes les diretions
~u du iel permet d'en mesurer le ontraste de température δΘ/Θ. La statistique de es
utuations est alors donnée par la onnaissane de ses fontions de orrélation. À l'ordre
dominant, la fontion de orrélation à deux points est habituellement développée sur la
base des polynmes de Legendre(
δΘ
Θ
∣∣∣∣
~u1
δΘ
Θ
∣∣∣∣
~u2
)
=
1
4π
∞∑
ℓ=2
CℓPℓ(cos θ), (3.69)
où () désigne la valeur moyenne sur toutes les paires (~u1, ~u2) d'éart angulaire θ. Il est
20
Le mur ayant deux degrés de liberté longitudinaux, par analogie ave les ordes (3.49), son tenseur
énergie-impulsion omprend deux termes spatiaux diagonaux égaux à −U , et est don de trae négative.
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Fig. 3.7: Le spetre de puissane des anisotropies de température dans le CMBR prédit
par diérentes théories d'ination, et par des défauts topologiques de type textures [164℄.
La présene d'osillations est observée dans les données atuelles (voir Fig. 3.8).
ommode de déomposer le ontraste de température sur les harmoniques sphériques
δΘ
Θ
∣∣∣∣
~u
=
∞∑
ℓ=2
ℓ∑
m=−ℓ
aℓmY
m
ℓ (~u), (3.70)
où moments multipolaires Cℓ se réduisent à
Cℓ =
1
2ℓ+ 1
∑
m
|aℓm|2 . (3.71)
Le spetre de puissane des utuations est nalement donnée par la dépendane en ℓ
des moments Cℓ. Sur la gure 3.7 sont représentées les ourbes de puissane prédites par
diérents modèles d'ination, ainsi que elles produites par des défauts topologiques de
type textures. La présene d'osillations dans les préditions des modèles inationnaires,
qui se retrouvent dans les observations (voir Fig. 3.8), semble être une onrmation sup-
plémentaire du méanisme d'ination, initialement introduit pour résoudre le problème
de l'horizon et de la platitude. Les ordes osmiques sont également des soures atives
pouvant générer des utuations de température dans le CMBR. La métrique onique
induisant des variations de vitesse relative des partiules dans le sillage de la orde [f.
Eq. (3.67)℄, il est en de même pour les photons
21
du CMBR [197, 162, 336, 47℄. La présene
21
Eet Kaiser-Stebbins.
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Fig. 3.8: Le spetre de puissane des anisotropies de température dans le CMBR observé
atuellement [164℄.
3.4. Quelques ontraintes 63
Fig. 3.9: Spetre de puissane des utuations du CMBR prédit par la oexistene d'une
phase d'ination ave des défauts topologiques globaux. La proportion donnant le meilleur
ajustement est également indiquée [48℄.
de ordes osmiques doit don induire des utuations de température de l'ordre de
(
δΘ
Θ
)
2
≃ (δv)2 ≃ GU, (3.72)
où ()2 désigne la moyenne quadratique. Pour des ordes de grande uniation GU ≃ 10−6
et l'ordre de grandeur de es utuations est aussi elui qui est observé. Bien que le spe-
tre de puissane généré par un réseau de ordes osmiques loales dans FLRW ne soit
pas enore bien onnu, le méanisme de génération des utuations est par nature ino-
hérent [242, 347, 123, 124℄ et ne peut mener à la présene des pis tels qu'ils sont observés
(voir Fig. 3.8). Sur la gure 3.7, l'évolution des moments multipolaires des textures s'ef-
fondre rapidement à grands ℓ, et on peut s'attendre à un omportement similaire pour des
ordes osmiques. La présene d'un réseau de ordes osmiques sans phase d'ination est
don exlue par es observations. Néanmoins, leur oexistene semble mieux s'aorder à
tout point de vue. D'une part, le méanisme d'ination lui-même peut donner naissane à
des ordes [287, 240℄, et le devenir de l'inaton peut également onduire à des transitions
de phase les générant. Sur la gure 3.9 est représentée le meilleur ajustement des données
atuelles par un mélange des spetres de puissane issus des défauts topologiques et de
l'ination. Bien que la dégénéresene dans les paramètres soit importante, il est intéres-
sant de noter que les données observationnelles sont mieux ajustées par un tel mélange
que par un pur modèle d'ination [48℄.
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3.5 Conlusion
L'utilisation de la physique des hautes énergies en osmologie permet de résoudre
ertains problèmes de taille du modèle standard de FLRW (problème de l'horizon, de
la platitude . . . ). Cependant, ette physique pose de nouveaux problèmes osmologiques
omme la formation de défauts topologiques dont font parties les ordes osmiques. En
plus de leur inuene potentielle sur l'évolution de l'univers, le statut de leur existene est
d'un intérêt diret pour la physique des partiules du fait des ontraintes qu'elle impose
sur les symétries pouvant être brisées dans l'histoire de l'univers. Comme nous le verrons
dans les parties II et III, il est possible d'étendre es ontraintes aux ouplages que peut
avoir le hamp de Higgs formant la orde aux autres partiules. De telles ordes s'habillent
en eet de ourants de harges modiant leurs propriétés mirosopiques et par voie de
onséquene leur évolution osmologique. La physique à l'÷uvre dans es ordes est plutt
omplexe, et il est d'usage d'utiliser un formalisme marosopique unié pour les dérire.
Dans la partie II, e formalisme sera détaillé et appliqué pour des ordes de Kibble ave
et sans ourants bosoniques. Il rend possible la résolution des équation du mouvement et
l'étude numérique de l'évolution des réseaux de ordes. De telles simulations seront présen-
tées pour des ordes sans ourant, et sont attendues pour statuer de manière rigoureuse sur
la proportion de tels défauts présents dans les données du CMBR. L'étude osmologique
des ordes ondutries est pour sa part une tâhe plus ardue par la omplexité de la
dynamique induite. Bien qu'enore appliable pour les ourants de bosons, le formalisme
marosopique semble être moins adapté à la desription des ourants fermioniques (voir
partie III). Néanmoins, nous verrons que la seule étude mirosopique des ordes ondu-
tries donne déjà des ontraintes fortes sur la physique des hautes énergies en jeu dans
l'univers primordial.
Deuxième partie
Dynamique des ordes osmiques
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4.1 Introdution
Dans la partie I, la théorie mirosopique minimale menant à la formation de ordes
osmiques par le méanisme de Higgs introduisait deux hamps bosoniques : le hamp
de Higgs Φ et le hamp vetoriel Bµ assoié à l'invariane de jauge U(1). Les solutions
de orde aux équations de hamps sont généralement ompliquées [voir Eqs. (3.42) et
(3.43)℄ et il est souvent impossible de les déterminer autrement que par des méthodes
numériques [282, 23, 303℄. Il est par onséquent utile de se plaer dans la limite de orde
d'épaisseur nulle. Une telle approximation revient don à ne plus se souier de la struture
interne de la orde, i.e. du prol transverse de ses hamps (f. Fig. 3.3), en la dérivant
omme une 2-surfae de l'espae-temps. Lorsque le hoix d'un référentiel est privilégié,
e qui est généralement le as lorsque l'on s'intéresse au mouvement de la orde ou à ses
ouplages gravitationnels, il est ommode de hoisir un système de oordonnées internes ξa
en fontion duquel les grandeurs physiques peuvent être alulées : il s'agit du formalisme
dit traditionnel qui sera détaillé dans la setion 4.2. Néanmoins, ertaines propriétés dues
à la struture interne des ordes peuvent modier omplètement leur dynamique, omme
par exemple l'existene de ourants de partiules s'y propageant. Il est possible de tenir
ompte de es eets par le biais d'une équation d'état reliant la densité d'énergie U à
la tension de la orde T dans un formalisme ovariant [80, 71, 70, 63℄. Ce dernier est en
eet partiulièrement adapté à la desription des propriétés intrinsèques à haque orde.
Il permet en outre de disuter, d'un point de vue lassique, sur la stabilité de es objets
en présene ou non de ourants.
4.2 Cordes de Goto-Nambu
Le fait de négliger omplètement la struture interne d'une orde impose une invari-
ane de Lorentz longitudinale et elle-i peut être représentée par une 2-surfae d'univers1
évoluant dans l'espae-temps dont le mouvement est dérit par la donnée des ses oor-
données
xµ = xµ (ξa) . (4.1)
Les paramètres ξa sont les oordonnées internes à la orde, ave a ∈ {0, 1}, dont la
omposante a = 0 est hoisie de genre temps et a = 1 de genre espae2. Ces oordonnées
permettent de dénir un lagrangien de surfae aratérisant la dynamique propre de la
orde [341℄. Ce lagrangien Lgn doit être invariant sous les transformations de oordonnées
de l'espae-temps δxµ et de la 2-surfae δξa. Il a de plus la dimension d'une masse au
arré, et peut être identié à la densité linéique d'énergie de la orde U . Sur la 2-surfae
d'univers ourbe, il vient l'ation de Goto-Nambu [161, 261℄
Sgn = −U
∫
d2ξ
√−γ, (4.2)
1
String worldsheet.
2
Dans toute la suite, les indies a et b seront utilisés pour désigner les oordonnées intrinsèques à la
2-surfae.
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ave γ le déterminant de la métrique induite sur la orde
γab = gµν
∂xµ
∂ξa
∂xν
∂ξb
, (4.3)
telle que
ds2 = gµν dx
µdxν = γab dξ
adξb, (4.4)
pour deux points sur la orde séparés par dxµ ou dξa. La normalisation du lagrangien de
Goto-Nambu à Lgn = −U est en aord ave la dénition du tenseur énergie impulsion
obtenu par minimisation de l'ation (4.2) par rapport à la métrique gµν :
√−g T µν = 2δSgn
δgµν
= U
∫
dξ2
√−γ γab∂x
µ
∂ξa
∂xν
∂ξb
δ4 [x− x(ξ)] , (4.5)
où la fontion δ loalise la orde dans l'espae-temps de référene. Pour une orde droite à
symétrie ylindrique dans un espae-temps de Minkowski, en hoisissant les oordonnées
internes ξ0 = x0 = t et ξ1 = x3 = z, il vient, par intégration sur les variables transverses,∫
T tt dx2⊥ = U = −
∫
T zz dx2⊥ = T. (4.6)
Les ordes de Goto-Nambu suivent don une équation d'état identique à elle obtenue
dans le modèle de Higgs abélien
3
, i.e. U = T . Les équations du mouvement donnant
expliitement la trajetoire de la orde dans l'espae de référene, i.e. les fontions xµ,
sont obtenues à partir des équations d'Euler-Lagrange issues de l'ation de Goto-Nambu.
On trouve
∂a
(√−γ γab ∂bxµ)+ Γµνρ√−γ γab∂xν∂ξa ∂xρ∂ξb = 0, (4.7)
les Γµνρ étant les symboles de Christoel de la métrique gµν . En espae-temps plat, elles-i
se simplient en
∂a
(√−γ γab ∂bxµ) = 0. (4.8)
L'invariane sous les transformations de oordonnées internes requiert un hoix de jauge
supplémentaire. On hoisit généralement les onditions de jauge onforme [341℄ :
x˙ · x′ = 0, x˙2 + x′2 = 0, (4.9)
où le point désigne la dérivée par rapport à ξ0 et le prime par rapport à ξ1. Les équations
du mouvement (4.8) se réduisent alors à
x¨ + x′′ = 0. (4.10)
Ce hoix de jauge n'est pas enore susant, et le degré de liberté restant doit être xé.
Cela peut se faire, par example, en se plaçant dans la jauge transverse, dénie par
ξ0 = x0 = t, ξ1 = ξ. (4.11)
3
Le formalisme ovariant montre que elle-i est en fait diretement reliée à l'invariane de Lorentz
longitudinale.
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Les onditions de jauge onforme (4.9) deviennent alors
~˙x · ~x ′ = 0, ~˙x 2 + ~x ′2 = 1. (4.12)
Le hoix des oordonnées (4.9) permet don, d'après (4.12), de s'aranhir de la om-
posante de vitesse longitudinale qui est sans signiation physique du fait de l'invariane
de Lorentz dans ette diretion. La dernière égalité dans l'équation (4.12) est juste un
hoix de normalisation xant l'absisse urviligne ξ. Dans es onditions, les équations du
mouvement (4.10) se simplient enore en
~¨x − ~x ′′ = 0, (4.13)
dont les solutions générales sont la propagation, à la vitesse de la lumière, des déformations
de la orde
~x(t, ξ) =
1
2
[~p(ξ − t) + ~q(ξ + t)] , (4.14)
ave
~p
′
2
= ~q
′
2
= 1. (4.15)
Cette dernière équation résulte de la normalisation de ξ hoisie dans la jauge onforme.
La masse de la orde est donnée, d'après (4.5), par
M =
∫
d~x
3
T tt = U
∫
dξ, (4.16)
assurant sa proportionnalité ave l'absisse urviligne ξ. D'autre part, la ourbure de la
orde étant donnée par d2~x/dξ2, elle est d'après (4.13), proportionnelle à l'aélération
~¨x dans le référentiel de repos où la vitesse transverse ~˙x = 0. Ainsi, le mouvement de la
orde tend à haque instant à la rendre droite. La onservation de l'impulsion implique
que la orde va nalement osiller en haun de ses points autour de sa position d'équilibre
retiligne.
Jusqu'à présent, nous avons uniquement onsidéré des ordes innies. Cependant, la
desription lagrangienne étant purement loale, les équations du mouvements obtenues
s'appliquent tout aussi bien à des ongurations de ordes fermées, ou boules
4
. Celles-i
représentent en fait la forme dominante sous laquelle les ordes évoluent après la transition
de phase (f. Chap. 5). La topologie fermée impose ependant des onditions périodiques
à la propagation des perturbations, de la forme
~x(ξ + L) = ~x(ξ), (4.17)
où L désigne la longueur propre totale de la boule, i.e. L = M/U . Cette ondition ne
peut être vériée d'après (4.14) que si
~p(ξ + L) = ~p(ξ), et ~q(ξ + L) = ~q(ξ), (4.18)
autrement dit le mouvement de la boule doit également être périodique dans le temps. Il
est ainsi possible de développer les veteurs ~p et ~q en série de Fourier dont les oeients
4
La désignation de orde innie se réfère à des ordes non fermées sur des distanes inférieures à
l'horizon, elles-i pouvant tout à fait être des boules sur des éhelles de distanes supérieures.
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doivent vérier la ondition de normalisation (4.15) montrant que les veteurs ~p
′
et ~q
′
évoluent sur une sphère de rayon unité. Si l'on s'intéresse à la vitesse des perturbations
de ourbure, en dérivant l'équation (4.14) il vient
~˙x
2
=
1
4
[
~p
′
(ξ − t)− ~q ′(ξ + t)
]2
, (4.19)
et les points pour lesquels ~p
′
(ξ − t) = −~q ′(ξ + t) vérient ~˙x 2 = 1. L'existene de tels
points est générique du fait des onditions de périodiité (4.18) qui impliquent∫ L
0
~p
′
dξ =
∫ L
0
~q
′
dξ = 0. (4.20)
Autrement dit, les veteurs ~p
′
et ~q
′
ne restent généralement pas dans un seul hémisphère
de la sphère de rayon unité (4.15) assurant de e fait leur intersetion en ertains points.
La vitesse de es points sur la orde est don égale à elle de la lumière, et à partir du
développement de Fourier des veteurs ~p et ~q en leur voisinage, il est possible de mon-
trer [208, 330℄ qu'ils orrespondent à des points de rebroussement dans la forme de la
orde
5
. De telles disontinuités de ourbure peuvent être à l'origine de l'émission de ray-
onnement, de partiules si la orde est traversée de ourant (f. Chap. 6), et généralement
d'ondes gravitationnelles potentiellement détetables [101℄. Le mouvement d'osillation, et
la présene de points de rebroussement permettent aux boules d'évauer de l'énergie sous
forme de rayonnement gravitationnel. En première approximation, en supposant l'énergie
gravitationnelle E émise par le seul moment quadrupolaire Q ≃ML2, il vient [145℄
dE
dt
≃ G
(
δ3Q
δt3
)2
≃ GQ2ν6, (4.21)
où ν est la fréquene aratéristique des osillations de la boule, dont un ordre de grandeur
est donné par ν ≃ 1/L. De manière générale E˙ ≃ γgGU2 où γg est sans dimension et tient
ompte des éarts à l'équation (4.21). Le temps de vie d'une boule est alors
τ ≃ ME˙ ≃
1
γg
L
GU . (4.22)
Le oeient de proportionnalité peut être estimé numériquement et est voisin de γg ≃
65 [14℄. Comme nous le verrons dans le hapitre 5, la désintégration gravitationnelle des
boules est déterminante dans l'évolution et l'existene de réseaux de ordes osmiques
dans l'univers.
4.3 Formalisme ovariant
La desription préédente est partiulièrement adaptée au ordes osmiques sans stru-
ture interne, de Goto-Nambu. Cependant, omme nous le verrons dans les hapitres
suivants, des ourants peuvent prendre naissane sur les ordes. Un formalisme ovari-
ant, développé par B. Carter [80, 71, 70, 63℄, permet de tenir ompte de es nouveaux
paramètres internes dans la dynamique de la orde uniquement au travers d'une équation
d'état reliant la densité d'énergie U à la tension T .
5
Cusps.
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4.3.1 Géométrie des 2-surfaes
L'évolution de la surfae d'univers de la orde xµ (ξa) nous a permis, dans la setion
préédente, de dénir la métrique γab induite sur la orde [voir. Eq. (4.3)℄. La orde peut,
d'une façon générale, être onsidérée omme une variété de dimension p = 2 immergée
dans un espae de dimension supérieure
6 n = 4. En inversant la relation (4.3) il est
possible de dénir le premier tenseur fondamental de la orde
¶µν = γab∂axµ∂bxν, (4.23)
où la dérivation partielle porte sur les oordonnées internes ξa. Par onstrution, e tenseur
vit sur la surfae d'univers de la orde et en est don un projeteur déni sur l'espae-
temps de métrique gµν . Le projeteur orthogonal s'obtient diretement à partir de (4.23)
⊥µν= gµν − ¶µν , (4.24)
et il vient
¶µρ¶ρν = ¶µν , ⊥µρ⊥ρν=⊥µν , ¶µρ ⊥ρν= 0. (4.25)
Le premier tenseur fondamental ¶µν permet de se restreindre aux propriétés intrinsèques
de la 2-surfae tout en onservant une approhe ovariante. Dans et esprit, il est égale-
ment ommode d'introduire une dérivée ovariante ∇µ n'agissant que sur la surfae d'u-
nivers dérite par la orde. Une manière naturelle de l'introduire est de la dénir omme
la omposante tangentielle de la dérivée ovariante usuelle sur la 2-surfae, i.e.
∇µ = ¶νµ∇ν . (4.26)
La struture géométrique de la orde peut alors être aratérisée par les variations de
son premier tenseur fondamental ave les oordonnées internes. La formulation ovariante
assoiée met en jeu le deuxième tenseur fondamental
Kµν
ρ = ¶σν∇µ¶ρσ. (4.27)
Plus préisément, s'il existe des quadriveteurs uµ et vµ de genre temps et espae, respe-
tivement, formant une base loale orthonormée de la 2-surfae
uµuµ = −vµvµ = 1, uµvµ = 0, (4.28)
alors le premier tenseur fondamental devient, dans e référentiel privilégié,
¶µν = uµuν − vµvν , (4.29)
et selon l'équation (4.27) le deuxième tenseur fondamental se réduit à
Kµν
ρ =⊥ρσ
(
uν∇µuσ − vν∇µvσ
)
. (4.30)
6
On parle alors de p-brane.
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La projetion orthogonale à la orde de l'aélération du quadriveteur unité uµ s'obtient
alors à partir de (4.30)
⊥ρµ
(
uν∇νuµ
)
= Kµν
ρuµuν . (4.31)
Le deuxième tenseur fondamental aratérise ainsi la forme géométrique de la orde dans
les dimensions transverses. Il possède également des propriétés de symétrie
7
néessaire à
la desription de la orde omme une 2-surfae [66℄
K[µν]
ρ = 0. (4.32)
Sa trae permet de plus de dénir le veteur de ourbure extrinsèque
Kρ = Kµµ
ρ = ∇µ¶µρ, (4.33)
qui s'exprime à partir de la métrique induite (4.3) et des onnexions de l'espae-temps
via
Kµ =
1√−γ ∂a
(√−γγab∂bxµ)+ Γµνργab∂axν∂bxρ. (4.34)
Par omparaison ave l'équation (4.7), on voit que les équations du mouvement extrin-
sèque de la orde se ramènent simplement à Kµ = 0 pour des ordes de Goto-Nambu.
La détermination de elui-i, dans le as général, néessite néanmoins la onnaissane de
la dynamique interne à la orde, e qui peut se faire au moyen du lagrangien eetif de
surfae.
4.3.2 Lois de onservation
Comme dans le as de Goto-Nambu, la métrique induite (4.3) permet de dénir une
ation de surfae dérivant les propriétés physiques intrinsèques à la orde. Le hoix d'un
lagrangien eetif L est en général motivé par la théorie des hamps sous-jaente et les
divers ouplages entre le hamp de Higgs formant la orde et les hamps externes. En plus
des éventuelles symétries de jauge imposées par les divers ouplages hoisis, l'invariane
de l'ation vis-à-vis des transformations innitésimales de la métrique permet de dénir
le tenseur énergie impulsion assoié. L'équation (3.4) devient sur la 2-surfae
T
µν
= 2
δL
δgµν
+ L¶µν . (4.35)
La onservation du tenseur énergie impulsion sur la surfae d'univers est assurée par le
théorème de Noether et peut être mis sous sa forme surfaique ovariante
∇µT µν = fν , (4.36)
ave la ondition tangentielle ⊥µνT νρ = 0. La densité totale de fore fµ sur la 2-surfae
tient ompte de l'eet des hamps extérieurs dans la théorie eetive, et éventuellement
de l'interation de la orde ave d'autres p-surfaes. Dans le as d'une orde de Goto-
Nambu, f
µ
est identiquement nul, alors que l'existene d'un hamp vetoriel extérieur
7
Propriétés de Weingarten.
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Aµ, assoié à une invariane U(1), onduirait à une fore de type életromagnétique f
µ
=
F µνjν , le ourant surfaique étant naturellement déni par jµ = δL/δAµ. Lorsque l'on
s'intéresse au mouvement extrinsèque de la orde, seule la projetion orthogonale de (4.36)
est déterminante. À partir des équations (4.24) et (4.26), et de la dénition du deuxième
tenseur fondamental (4.27), il vient [73℄
∇µ ⊥νρ= −Kµνρ −K ρµ ν , (4.37)
et la projetion orthogonale de (4.36) est alors
T
µν
Kµν
ρ =⊥ρσ f
σ
. (4.38)
La onnaissane du tenseur énergie impulsion T
µν
et des densités de fore f
µ
permet ainsi
de déterminer à l'aide des Eqs. (4.33) et (4.38), le veteur de ourbure extrinsèque, et par
la relation (4.34) les équations du mouvement de la orde.
La forme générique du tenseur énergie impulsion d'une 2-surfae s'obtient en supposant
que son énergie est bien dénie, i.e. positive ou nulle, et que la ausalité n'est pas violée,
i.e. qu'il possède un veteur propre tangentiel de genre temps uµ vériant uµuµ > 0. La
densité d'énergie est alors la valeur propre du tenseur énergie impulsion assoiée à uµ. En
le normalisant à l'unité uµuµ = 1, il vient
T
µ
νu
ν = Uuµ, (4.39)
ave U ≥ 0. Il est alors possible d'introduire un autre veteur tangentiel vµ de genre espae
vériant (4.28) pour onstruire la base orthornormé introduite dans la setion préédente.
En supposant, dans ette base, le tenseur énergie impulsion diagonal
8
, la tension T de la
orde est dénie par
T
µν
= Uuµuν − Tvµvν , (4.40)
soit, en fontion du premier tenseur fondamental (4.23)
T
µν
= (U − T )uµuν + T ¶µν . (4.41)
La dénomination de tension se justie don par analogie ave la forme hydrodynamique
(1.10) où T s'identirait à−P , omme intuitivement attendu sur un banal l en méanique
lassique. En reportant l'expression (4.41) dans les équations du mouvement extrinsèque
(4.38), il vient
T
µν
Kµν
ρ =⊥ρσ (Uu˙σ − Tv′σ) =⊥ρσ f
σ
, (4.42)
ave l'aélération u˙σ = uµ∇µuσ et v′σ = vµ∇µvσ. Dans le as où il n'y a pas de hamp de
fore extérieur, f
µ
= 0 et le veteur de ourbure extrinsèque est alors donné par l'équation
(4.33), qui à l'aide de (4.42), se simplie en
Kρ =⊥ρσ
(
1− U
T
)
u˙σ. (4.43)
8
Si e n'est pas le as, il est toujours possible de s'y ramener par un hangement de base lorsque les
veteurs propres ne sont pas de genre lumière.
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Les orde de Goto-Nambu vériant U = T possèdent don un veteur de ourbure ex-
trinsèque nul Kρ = 0 redonnant à partir de (4.34) les équations du mouvements (4.7).
En fait, l'expression (4.41) du tenseur énergie impulsion ne peut être invariante sous
les transformation de Lorentz longitudinales que si le terme en uµuν s'annule, soit pour
U = T . L'égalité entre la densité d'énergie et la tension est don une onséquene direte
de l'absene de struture interne le long de la orde. Réiproquement, en modiant ette
relation, il est possible de onstruire des modèles eetifs tenant ompte des propriétés
mirosopiques rendant la struture interne non triviale. L'équation reliant U à T est alors
une équation d'état pour la dynamique de la orde.
4.3.3 Équation d'état
La plus simple des équations d'état autre que elle de Goto-Nambu U = T est elle
régissant la dynamique d'une orde parfaitement élastique, ou barotropique, dont la den-
sité d'énergie ne dépend que de la tension
9 U = U(T ). Puisqu'une telle orde n'est plus
invariante de Lorentz selon sa diretion longitudinale, elle possède une struture interne
qui doit être dérite par des paramètres physiques. À partir de l'équation d'état U = U(T ),
il est en eet possible de dénir le potentiel himique µ et un nombre de densité ν tels
que
ln ν =
∫
dU
U − T , lnµ = −
∫
dT
U − T . (4.44)
Par intégration de l'équation (4.44), le potentiel himique et le nombre de densité appa-
raissent transformés de Legendre l'un de l'autre
U − T = µ ν. (4.45)
À partir des équations (4.41) et (4.45), le tenseur énergie impulsion de la orde barotropique
devient
T
ρσ
= νρµσ + T¶ρσ, (4.46)
où le veteur densité de ourant νρ et le ux d'énergie µρ sont dénis par
νρ = νuρ, µρ = µuρ. (4.47)
La dynamique de la orde est alors obtenue à l'aide de l'équation de onservation (4.36)
ave, selon (4.46)
∇ρT ρσ = µσ∇ρνρ + νρ∇ρµσ − νρ∇σµρ + TKσ. (4.48)
Comme dans le as de Goto-Nambu, les équations du mouvement extrinsèques sont
obtenues en projetant (4.36) sur les dimensions transverses à l'aide de ⊥ρσ, alors que
la dynamique interne est donnée par la omposante longitudinale. En supposant la orde
barotrope isolée, i.e. f
ρ
= 0 dans l'équation (4.36), la divergene de T
ρ
σ est nulle, et par
ontration de (4.48) ave la densité de ourant νσ, il vient
νσ∇ρT ρσ = 0 ⇒ ∇ρνρ = 0. (4.49)
9
Comme nous le verrons dans la partie III, e n'est pas la seule possible.
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Le quadriveteur densité de ourant est don onservé. La relation (4.45) est aratéris-
tique d'une orde osmique parourue par un ourant onservé brisant l'invariane de
Lorentz longitudinale. La onservation du ux dénergie est également assurée par la
projetion longitudinale des équations de onservation (4.36), toujours pour le tenseur
(4.46),
¶σα∇ρT ρσ = 0 ⇒ ¶σαuρ∇[ρµσ] = 0. (4.50)
Le potentiel himique µ peut alors être interprété omme la masse eetive par partiule à
l'origine du ourant onservé νρ le long de la orde [66, 73℄. Comme nous le verrons dans le
hapitre 6, e modèle est partiulièrement bien adapté à la desription de ordes osmiques
possédant un ondensât de Bose à l'origine d'un ourant de partiules salaires [282, 281℄.
L'équation d'état permettant de onnaître omplètement la dynamique de la orde,
il doit être également possible d'en dériver le lagrangien de surfae en fontion des
paramètres internes. Dans le as barotrope, µ et ν étant reliés par l'équation d'état, il
n'y a qu'un seul paramètre indépendant et e lagrangien ne peut être fontion que d'une
seule variable ̟,
L = Λ(̟), (4.51)
où Λ est génériquement non linéaire. D'après l'équation (4.50), le rotationnel du ux
µρ s'annulant, elui-i dérive d'un potentiel surfaique ϕ tel que µρ = ∇ρϕ. Cei suggère,
dans la représentation lagrangienne, de hoisir un tel potentiel salaire ϕ omme paramètre
interne indépendant, et d'imposer
10
l'existene d'un ourant onservé pρ tel que
pρ = ∇ρϕ. (4.52)
Il existe alors un autre ourant trivialement onservé cσ = εσρpρ permettant de dénir la
variable ̟
̟ = cρc
ρ = −pρpρ = −γab∂aϕ∂bϕ. (4.53)
L'identiation de es paramètres ave les variables physiques de la orde s'eetue na-
turellement à l'aide du tenseur énergie impulsion en omparant les équations (4.36) et
(4.46). Pour ela, il est ommode d'introduire les quantités duales
c˜ρ = 2
dΛ
d̟
pρ, p˜ρ = 2
dΛ
d̟
cρ, ˜̟ = c˜ρc˜ρ = −p˜ρp˜ρ, (4.54)
ainsi que la fontion maîtresse duale
Λ˜ = Λ− 2̟ dΛ
d̟
. (4.55)
Le tenseur énergie impulsion (4.36) prend alors une forme symétrique
T
ρσ
=
Λ
̟
cρcσ +
Λ˜˜̟ c˜ρc˜σ, (4.56)
10
Malgré l'apparene arbitraire de e hoix, il n'est qu'une reformulation des propriétés intrinsèques à
la orde.
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et d'après l'équation (4.46), selon que le ourant onservé cρ est de genre temps ou espae,
les fontions maîtresse Λ et Λ˜ s'identient à −U et −T , ou −T et −U respetivement,
alors que le paramètre d'état ̟ est égal à −ν2 ou µ2 respetivement. La diéreniation de
es deux régimes, respetivement désignés életrique et magnétique, résulte uniquement
de la ompatibilité du hoix des quadriveteurs de base uρ et vρ ave la dénition du
quadriveteur ourant cρ. L'ation de Goto-Nambu (4.2) est trivialement retrouvée dans
la limite de ourant nul ̟ → 0 où L = −U = −T indépendamment du régime.
4.3.4 Stabilité
En plus de dérire de manière uniée les diérentes propriétés mirosopiques des
ordes au travers d'une équation d'état, le formalisme ovariant permet également de
statuer sur la stabilité de elles-i vis-à-vis de la propagation de perturbations transverses
et longitudinales de leur géométrie. La propagation de perturbations transverses onerne
évidemment la partie extrinsèque des équations du mouvement. La première équation est
donnée par la ondition d'intégrabilité (4.32) du tenseur de ourbure extrinsèque. En la
projetant orthogonalement à la surfae d'univers, il vient à l'aide de l'équation (4.30),
⊥βρ K[µν]ρ = 0 ⇔ ⊥βρ uα∇αvρ =⊥βρ vα∇αuρ. (4.57)
La deuxième équation est diretement donnée par les équations du mouvement extrin-
sèques (4.42). Si maintenant on s'intéresse à la propagation de perturbations transverses
de la géométrie de la forme
δuρ = ε(uρ) eiχ, δvρ = ε(vρ) eiχ, (4.58)
de veteur d'onde kσ déni par
∇σχ = kσ, (4.59)
les équations (4.42) et (4.57), pour les inniments petits du premier ordre ε, deviennent
ω ⊥βρ ε(vρ) + k ⊥βρ ε(uρ) = 0,
ω U ⊥βρ ε(uρ) + k T ⊥βρ ε(vρ) = 0,
(4.60)
où l'énergie et l'impulsion longitudinale des perturbations sont respetivement dénies
par
ω = kσu
σ, k = −kσvσ. (4.61)
La ondition d'existene de solutions aux équations (4.60) donne alors la valeur de la
vitesse des perturbations transverses
c2
T
=
ω2
k2
=
T
U
. (4.62)
Enore une fois, pour des ordes de Goto-Nambu, c2
T
= 1 omme attendu par la résolution
expliite des équations du mouvement donnée en (4.14). Dans le as général, la tension
T doit être toujours positive pour que la orde soit transversalement stable. Si e n'était
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pas le as, il pourrait exister des régions où c2
T
< 0, et les perturbations transverses (4.58)
seraient exponentiellement ampliées.
De la même manière l'existene d'une struture interne autorise la propagation de
perturbations longitudinales le long de la orde. Ces ondes de type aoustique vont sur
leur passage modier les variables internes, i.e. µ et ν dans le as barotrope. En plus des
perturbations (4.58), il onvient don d'introduire
δν = ε(ν) eiχ, δµ = ε(µ) eiχ, (4.63)
ave, omme préédemment, ε un inniment petit du premier ordre. La projetion longi-
tudinale de la onservation du ourant (4.49) donne la première équation
¶αρkα [ν ε(uρ) + uρ ε(ν)] = 0, (4.64)
alors que la deuxième résulte de l'équation de onservation de l'énergie (4.50),
uβkβ µ v
ρ ε(uρ)− vβkβ ε(µ) = 0. (4.65)
La vitesse de propagation des perturbations longitudinales se réduit don, d'après (4.64)
et (4.65), à
c2
L
=
ω2
k2
=
ν ε(µ)
µ ε(ν)
. (4.66)
Les paramètres internes µ et ν étant reliés par les relations de dénition (4.44) et l'équation
d'état (4.45), il vient nalement
c2
L
= −dT
dU
, (4.67)
et la stabilité de la orde vis-à-vis des perturbations longitudinales requiert dT/dU < 0.
Le formalisme marosopique permet don, à partir de l'équation d'état, de onnaître
la stabilité loale des ordes par rapport aux perturbations de leur mouvement, et de
statuer sur leur existene potentielle. Il a été ainsi possible d'éliminer toute une lasse
de ordes aratérisées par une tension négative [278℄. Ces ritères de stabilité basés sur
l'existene de vitesses de propagation physiques des perturbations ne sont ependant que
néessaires dans le as des boules de orde. La struture périodique induisant l'apparition
d'une innité de résonanes, la stabilité de la boule vis-à-vis des perturbations ne sera
assurée que si la superposition de tous es modes d'osillations reste nie. Ce problème
est d'autant plus important que la brisure de l'invariane de Lorentz longitudinale par
l'existene d'une struture interne peut onduire à l'apparition d'anneaux stables de orde
osmique, appelés vortons [105, 54℄. Comme pour des boules de Goto-Nambu, la perte
d'énergie par rayonnement gravitationnel se traduit par une diminution de la longueur
propre des anneaux sous l'eet de leur tension. Cependant, l'existene d'un moment iné-
tique
11
impose dans le même temps l'augmentation de leur vitesse angulaire jusqu'au
moment où l'équilibre entre la tension et la fore entrifuge est atteint (voir Fig. 4.1).
Si l'espae temps de référene est plat, dans le as le plus simple d'un anneau irulaire
11
Ce n'est que pare que l'invariane de Lorentz longitudinale est brisée qu'il est possible de dénir un
moment inétique.
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T/R
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Fig. 4.1: La brisure de l'invariane de Lorentz longitudinale par l'existene d'une struture
interne permet l'existene de boules stables de orde osmique, les vortons. La tension
est alors équilibrée par la fore entrifuge lorsque la vitesse de rotation égale elle de
propagation des perturbations extrinsèques v2 = T/U [80, 71℄.
de rayon R et de vitesse angulaire θ˙, les quadriveteurs de base uρ et vρ [f. Eq. (4.28)℄
peuvent se mettre, en oordonnées ylindriques, sous la forme [79℄
uρ = (γℓ v, 0, γℓ, 0) , v
ρ = (γℓ, 0, γℓ v, 0) , (4.68)
ave le fateur de Lorentz γℓ = 1/
√
1− v2, et la vitesse de rotation v = Rθ˙. En reportant
(4.68) dans les équations du mouvement extrinsèque (4.42) en l'absene de fore externe
f
ρ
= 0, il vient
v2 = c2
T
=
T
U
, (4.69)
omme intuitivement attendu par des onsidérations lassiques (f. Fig. 4.1). Il est alors
possible de montrer que le ritère de stabilité lassique de tels anneaux vis-à-vis des divers
modes de propagation des perturbations est enore donné par les valeurs des vitesses c2
T
et c2
L
[248, 247, 81℄. Sur la gure 4.2 sont représentés en noir les domaines du plan
(
c2
L
, c2
T
)
menant à des anneaux de orde instables [246℄. Ainsi, les ordes osmiques ayant une
équation d'état de type subsonique, i.e. c2
T
< c2
L
, prédisent l'existene de vortons stables,
alors que les modèles supersoniques où c2
T
> c2
L
mènent à des vortons génériquement
instables.
4.4 Conlusion
La limite d'épaisseur nulle des ordes osmiques permet don, par le biais des formal-
ismes marosopiques, d'en déduire les aratéristiques essentielles de leur dynamique,
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Fig. 4.2: Domaines d'instabilité lassiques (en noir) des anneaux de orde osmique en
fontion du arré des vitesses de propagation des perturbations transverses et longitu-
dinales. Les boules assoiées aux modèles de orde supersoniques c2
T
> c2
L
sont don
génériquement instables [246℄.
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ainsi que leur stabilité vis-à-vis des perturbations de leur forme. L'énergie par unité de
longueur et la tension apparaissent omme les quantités physiques déterminantes dans la
desription de telles 2-surfaes : l'équation d'état U = U(T ) xe la dynamique propre de
la orde alors que les valeurs des vitesses de propagation des perturbations c2
T
= T/U et
c2
L
= −dT/dU en sont les ritères de stabilité.
Cependant, les formalismes marosopiques ne peuvent rendre ompte des propriétés
dues à la struture transverses du vortex, et les résultats préédents ne peuvent s'appli-
quer que si ette struture n'est pas déterminante dans les proessus physiques à l'étude.
Dans les as ontraires, il est alors néessaire de reourir à des modèles mirosopiques in-
voquant les hamps formant la orde, et néessitant le plus souvent l'emploi de méthodes
numériques.
Comme nous le verrons dans les hapitres suivants les deux approhes sont omplé-
mentaires et autorisent l'étude des ordes osmiques du point de vue osmologique tout
en mettant en jeu les paramètres des théories de physique des partiules responsables de
leur formation.
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5.1 Introdution
La mirophysique des brisures de symétrie par le méanisme de Higgs (voir hapitre 3)
et les formalismes marosopiques (voir hapitre 4) dérivent les propriétés physiques
des ordes osmiques prises individuellement. Cependant, dans l'univers primordial, les
transitions de phase menant à leur formation, réent un réseau de ordes dans un univers
de FLRW en expansion. An d'en étudier l'évolution osmologique, il faut tout d'abord
déterminer ses aratéristiques physiques initiales, puis les faire évoluer à partir de la
onnaissane de la dynamique et des interations de haune de ses ordes. Bien qu'il existe
des modèles eetifs dérivant de tels réseaux [211, 210, 346℄, leur modélisation réaliste
passe par l'emploi de simulations numériques [9, 33, 13, 308℄. Initialement, es simulations
ont été développées dans les années 1980 pour aluler l'évolution de la densité d'énergie
assoiée aux réseaux de ordes de Goto-Nambu, an d'en déterminer leur impat sur la
formation des grandes strutures. D'une part, elles ont montré que es réseaux étaient
ompatibles ave les ontraintes osmologiques à ondition qu'une ertaine partie de leur
énergie soit évauée sous forme de rayonnement, e qui est eetivement réalisé par le
biais de la désintégration gravitationnelle des boules (voir Set. 4.2). D'autres parts, il
est apparu que les réseaux de ordes n'étaient pas l'eet dominant dans la formation des
grandes strutures. Aujourd'hui, es odes d'évolution sont à nouveau à l'étude dans le but
d'obtenir les signatures observationnelles que pourrait avoir l'existene d'un réseau [365℄,
essentiellement dans les données atuelles et à venir onernant le CMBR [263, 35, 226,
323℄. Dans ette optique, le plus préis des odes de l'époque, développé par F. Bouhet [33,
47℄, a été repris et modernisé à l'aide des avanées tehnologiques de la dernière déennie,
en partiulier par l'utilisation de méthode de parallélisation (voir annexe A). Comme nous
verrons dans la setion 5.3.3, il est maintenant possible d'extraire le spetre de puissane
du CMBR d'un univers possédant un réseau de ordes osmiques.
5.2 Interommutation
En plus du mouvement propre de haque orde, la dynamique d'un réseau fait que
les ordes vont néessairement se roiser. Du point de vue de la topologie du vide, il
est impossible de statuer sur l'issue d'une telle interation
1
: soit les ordes se traversent
simplement, soit elles éhangent leur branhes. C'est la dynamique des hamps formant le
vortex qui va alors déterminer e qui se passe eetivement. Les simulations numériques
eetuées pour résoudre les équations de hamps du type (3.42) et (3.43) pour deux vortex
en interation, obtiennent toutes que l'éhange de partenaires est privilégié, que e soit
dans les intersetions de ordes globales [314℄ ou loales [252, 257℄ (voir Fig. 5.1). Au
vue de es résultats, on estime que la probabilité d'interommutation, i.e. d'éhange des
segments, est susamment prohe de l'unité pour que l'on puisse onsidérer que ette
reonnexion se produit systématiquement.
Une onséquene majeure de e méanisme d'interommutation est la formation in-
essante de boules de ordes osmiques. En eet, par ses osillations (voir Set. 4.2),
1
Ce n'est vrai que dans le as abélien. Dans le as de ordes osmiques issues de la brisure d'un groupe
de symétrie non-abélien la topologie du vide impose l'apparition d'une troisième orde les reliant.
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Fig. 5.1: Interommutation de deux ordes osmiques dans le modèle de Higgs abé-
lien [252℄. Les ordes sont représentées par le prol transverse des hamp de Higgs (en
orange) et de jauge (en mauve), et après une phase intermédiaire d'exitation des divers
hamps, elles éhangent leurs segments respetifs. La probabilité d'éhange estimée par
les diverses simulations numériques est Pe ≃ 1.
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Fig. 5.2: Formation de boules de orde osmique par interommutation d'une seule orde,
ou intersetion de deux ordes diérentes.
une orde peut s'interommuter ave elle même et éhanger ses propres segments, menant
ainsi à une nouvelle orde innie aompagnée d'une boule (voir Fig. 5.2). De même,
une ollision entre deux ordes diérentes en deux points distints onduit également à
la formation d'un anneau onstitué des segments de haque orde (voir Fig. 5.2). Dans
la setion 4.2, nous avons vu que les mouvements d'osillation propres des boules on-
duisent généralement à l'apparition de disontinuités dans la forme de la orde qui se
propagent à la vitesse de la lumière. Un autre type de disontinuité apparaît également
lors de l'interommutation des ordes, omme on peut le voir sur la gure 5.1. La onser-
vation de l'impulsion lors de l'interommutation impose aux points de la nouvelle orde
issus des deux ordes initiales (ou des deux zones diérentes de la même orde), d'avoir
des vitesses voisines de elles qu'ils avaient avant l'interation. Autour du point d'éhange,
la nouvelle orde présente don des variations de vitesse et de forme très rapides en fon-
tion de l'absisse urviligne ξ, qui, dans la limite d'épaisseur nulle, apparaissent omme
des disontinuités dans les dérivées ~˙x (ξ, t) et ~x
′
(ξ, t). Pour des ordes de Goto-Nambu,
d'après l'équation (4.14), es disontinuités, appelées kinks, orrespondent également à
des disontinuités des veteurs ~p(ξ − t) et ~q(ξ + t), à ξ − t et ξ + t onstants, respetive-
ment. Autrement dit, es kinks se propagent à la vitesse de la lumière dans haune des
diretions de la orde à partir du point d'interommutation. La propagation de es ondes
de disontinuité donne alors une forme plus ou moins isaillée aux ordes ayant subi
de multiples interations. Comme les points de rebroussement, les kinks sont des soures
d'ondes gravitationnelle intenses pouvant permettre leur éventuelle détetion [101℄.
L'interommutation est un méanisme essentiel dans l'évolution osmologique d'un
réseau de ordes. Les ordes innies vont avoir tendane à se fragmenter en boules, qui à
leur tour peuvent se raroher aux ordes innies. Cependant, par la désintégration grav-
itationnelle des boules, et leur plus faible probabilité de renontre, le premier méanisme
apparaît favorisé. An de pouvoir simuler numériquement ette évolution, il faut de plus
se donner les onditions initiales, 'est-à-dire les propriétés physiques de haque orde
nouvellement formée lors de la transition de phase, ainsi que le mouvement de haune
d'elles dans un univers de FLRW.
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5.3 Réseau de ordes dans FLRW
Les formalismes marosopiques présentés dans le hapitre 4 ne permettent pas d'obtenir
de solution analytique aux équations du mouvement des ordes dans un univers de FLRW,
même dans le as le plus simple des ordes de Goto-Nambu [voir Eq. (4.7)℄. La prise en
ompte des interommutations, dépendant expliitement du mouvement et de la position
de haque orde à haque instant, motive également l'emploi de simulations numériques
dans le but d'extraire les propriétés statistiques de l'évolution osmologique d'un réseau
de ordes.
5.3.1 Approhe qualitative
Deux propriétés essentielles régissent, a priori, l'évolution d'un réseau de ordes :
d'une part l'expansion de l'univers, qui tend à en augmenter l'énergie par l'entrée dans
l'horizon de segments de orde innie, et d'autres parts le méanisme d'interommutation,
qui transfère une part de ette énergie en rayonnement, par le biais de la désintégration
des boules.
Plus préisément du fait de l'expansion de l'univers, d'après (1.6), la longueur propre
L d'une orde traversant l'horizon, va se dilater ave le fateur d'éhelle en L ∝ a, ainsi
que son énergie totale M ,
M = LU ∝ a. (5.1)
En première approximation, il est possible de ne onsidérer qu'une seule éhelle de longueur
aratérisant le réseau [211, 346℄. En eet, si la transition de phase introduit unique-
ment la longueur de orrélation ℓc omme éhelle de distane, la distane moyenne entre
haque orde formée, ainsi que leur rayon de ourbure moyen, doivent être de et ordre de
grandeur. En appelant L∞ l'éhelle de longueur du réseau, qui initialement s'identie à
ℓc, le nombre moyen de ordes dans un volume V est voisin de V/L
3
∞. L'énergie moyenne
E∞ assoiée au réseau est don
E∞ ≃ V
L3∞
× UL∞ = U V
L2∞
, (5.2)
et la densité d'énergie orrespondante
ρ∞ ≃ U
L2∞
. (5.3)
Du fait de l'expansion, L∞ ∝ a, et la densité d'énergie assoié au réseau varie don en
ρ∞ ∝ a−2, omme attendue par l'aroissement d'énergie de haque orde (5.1) et la
dilution par augmentation du volume en a3. Autrement dit, la densité d'énergie assoiée à
un réseau de ordes innies sans interation nit toujours par dominer l'univers, la densité
de matière évoluant en 1/a3 et la radiation en 1/a4.
Si l'on tient ompte des interommutations, la partie d'énergie transférée du réseau
de ordes innies vers les boules est ertainement proportionnelle au nombre d'intera-
tions. En première approximation, sur une éhelle de distane de L∞, pour des vitesses
relativistes, le temps moyen entre deux intersetions est de L∞, soit un taux d'interation
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par unité de volume de 1/L4∞. La perte d'énergie par formation de boule de longueur
voisine de L∞, pendant le temps δt, est don2
δρ∞→b ≃ L−4∞ δt UL∞. (5.4)
À l'aide de (1.11), (5.1), (5.3) et (5.4), l'équation d'évolution de la densité d'énergie
assoiée au réseau de ordes en interation devient
dρ∞
dt
≃ −2Hρ∞ − ρ∞
L∞
, (5.5)
où L∞ est une fontion du temps. Si l'on pose
C(t) =
L∞(t)
t
, (5.6)
et en exprimant le paramètre de Hubble H en fontion du temps osmique à l'aide de
(1.11) et (1.54), l'équation d'évolution (5.5) devient
1
C
dC
dt
≃ − 1
2t
(
2 + 6w
3 + 3w
− 1
C
)
. (5.7)
La solution onstante C(t) = Cs = (3+3w)/(2+6w) apparaît don omme un attrateur.
Si initialement C > Cs, d'après (5.7), sa dérivée est négative dC/dt < 0, inversement,
pour des valeurs initiales plus faibles que la valeur pivot, la dérivée est positive. Au our
de l'expansion, la longueur aratéristique du réseau de ordes en interation tend don
à varier omme la distane à l'horizon dH ∝ t. La densité d'énergie, lorsque e régime
stationnaire est atteint, évolue en
ρ∞s ∝
U
t2
∝ U
a3(1+w)
. (5.8)
À la ondition que l'énergie assoiée aux boules de orde soit évauée sous forme de
rayonnement, omme 'est eetivement le as pour les ordes de Goto-Nambu (voir
setion 4.2), la densité d'un tel réseau en interation nit par atteindre un régime sta-
tionnaire
3
évitant sa domination sur les autres formes d'énergie. Sur la base de e simple
modèle, d'autres approhes plus réalistes ont été développées [209, 32, 207, 97℄. Leur
onlusion est également l'existene d'une solution d'éhelle de type (5.8). Les simula-
tions numériques ont nalement onrmé ette propriété, en donnant de plus une valeur
numérique au oeient de proportionnalité dans l'équation (5.8).
5.3.2 Simulations numériques
Conditions initiales
Lors de la transition de phase, les ordes osmiques se forment par le méanisme de
Kibble [211℄ lorsqu'il apparaît des ongurations des phases du hamp de Higgs qui ne
2
Comme nous le verrons dans la setion 5.3.2, ette hypothèse n'est pas représentative des résultats
numériques, les boules formées sont de bien plus petites tailles, mais leur nombre est également beauoup
plus grand assurant enore une perte d'énergie importante.
3
Saling.
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sont pas ontratiles à un point (voir setion 3.3). Pour une transition du seond ordre,
une fois les utuations de température susamment faibles pour que le hamp de Higgs
ne puisse plus hanger de phase [211, 341℄, la distribution des défauts est diretement don-
née par la distribution aléatoire des phases du hamp sur des distanes supérieures à la
longueur de orrélation ℓc de la transition. La distribution obtenue peut être raisonnable-
ment modélisée par l'algorithme de Vahaspati et Vilenkin [335℄ : à haque point d'une
grille ubique de pas de l'ordre de ℓc est attribuée une valeur aléatoire de la phase du
hamp de Higgs parmi trois valeurs disrètes
4 0, 2π/3 et 4π/3. Une orde osmique est
alors supposée traverser haque fae des ubes élémentaires si la phase du hamp tourne
de 2π en se déplaçant le long des arêtes. La diretion du vortex est alors donnée par le
sens d'enroulement de la phase. On obtient don des ubes élémentaires possédant des
ordes entrantes et sortantes. La onservation du ux permet ensuite de les onneter, et
lorsque le hoix est ambigu, es onnetions sont eetuées de manière aléatoire.
Sur la gure 5.3 est représentée la onguration de ordes générée par l'algorithme
préédent tel qu'il est utilisé dans le ode d'évolution de F. Bouhet [47℄. Les paramètres
physiques ajustables sont la densité initiale de ordes, qui est xée par le rapport de la
longueur de orrélation ℓc à la distane à l'horizon initiale, et l'amplitude d'une distri-
bution aléatoire de vitesse assoiée aux segments de orde de longueur ℓc. Ce dernier
paramètre est en fait un moyen d'introduire, à la main, l'inuene des interations entre
les ordes venant de naître et le fond intense de rayonnement existant lors de la transition
de phase [210, 340℄. Les ongurations obtenues ne peuvent ependant être alulées, pour
des raisons numériques, que dans un volume omobile de taille nie où l'on impose des
onditions aux limites périodiques. Les ordes innies sont alors dénies omme elle ne se
boulant pas à l'intérieur de e volume. An de pouvoir négliger l'inuene de e volume,
un paramètre purement numérique, sa longueur assoiée doit être toujours plus grande
que les longueurs physiques du modèle, i.e. la longueur de orrélation ℓc et la distane
à l'horizon dH. Cette dernière augmentant proportionnellement au temps osmique [voir
Eq. (1.55)℄, le volume de référene donne également une éhelle de temps maximale à la
simulation numérique : elle pour laquelle l'horizon dH(t) y reste onnée. Au delà, les
eets de bords ne peuvent en eet plus être négligés et deviennent rapidement dominant.
Les résultats numériques indiquent que le réseau de ordes formé par la transition
de phase omprend 80% de ordes innies, dont la forme est typiquement elle d'une
marhe aléatoire [335℄, et 20% de boules de tailles aratéristiques R, dont la densité
varie en 1/R4 indépendamment des autres paramètres physiques. Le alul numérique de
l'évolution de e réseau néessite maintenant la onnaissane du mouvement de haque
orde dans FLRW, ainsi que la prise en ompte des interommutations.
Évolution dans FLRW
L'espae-temps de FLRW privilégiant le hoix d'un référentiel omobile, le formalisme
traditionnel y est partiulièrement adapté pour la desription des ordes. Comme dans
le as de l'espae-temps de Minkowski, l'ation de Goto-Nambu permet d'obtenir les
4
Le hoix de trois valeurs permet de statuer sur l'enroulement de la phase à partir des quatre points
de haque fae. Pour pouvoir hoisir plus de trois points, il faudrait utiliser une grille non ubique [212℄.
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Fig. 5.3: Congurations initiales d'un réseau de ordes, alulées par l'algorithme de
Vahaspati et Vilenkin [335℄, dans un volume omobile de té 16ℓc et 26ℓc, respetive-
ment. La distribution de ordes est onstituée de 80% de ordes innies ontre 20% de
boules, indépendamment du volume de référene.
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équations du mouvement (4.7), et les degrés de liberté inhérents au hoix des systèmes de
oordonnées peuvent être xés par des hoix de jauge. Dans le as de FLRW, il pourrait
sembler ommode de se plaer dans la jauge onforme (4.9), mais malheureusement e
hoix de jauge n'est plus ompatible ave le hoix de jauge transverse (4.11), du fait des
valeurs non nulles des symboles de Christoel. On hoisit alors les onditions de jauge
mixtes
ξ0 = η, ξ1 = ξ, ~˙x .~x
′
= 0, (5.9)
ave η le temps osmique onforme [voir Eq. (1.8)℄, et ~˙x la vitesse onforme de la orde5,
qui est hoisie purement transverse, omme ela est suggéré par l'invariane de Lorentz
longitudinale (voir Set. 4.2). L'équation du mouvement (4.7) se simplie alors en
~¨x + 2H ~˙x
(
1− ~˙x 2
)
=
1
ǫ
(
~x
′
ǫ
)′
, (5.10)
ave
ǫ =
√
~x ′2
1− ~˙x 2 . (5.11)
Les ondition de jauge (5.9) et l'équation du mouvement (5.10) imposent de plus
ǫ˙
ǫ
= −2H ~˙x 2, (5.12)
et à partir de (4.5), l'énergie totale d'une orde est diretement donnée par ǫ [329℄
M = aU
∫
ǫ dξ. (5.13)
Ses variations ave le temps onforme s'obtiennent en reportant (5.13) dans l'équation
d'évolution (5.12). On trouve
M˙
M
= H
(
1− 2 v2
)
, (5.14)
où la vitesse quadratique moyenne v2 est dénie par
v2 =
∫
ǫ ~˙x
2
dξ∫
ǫ dξ
. (5.15)
D'après l'équation (5.14), l'énergie totale de la orde augmente don proportionnelle-
ment au fateur d'éhelle, omme intuitivement attendu (voir Set. 5.3.1). Cependant,
le terme en v2 tend à réduire e gain d'énergie, voire même à l'annuler pour v2 = 0.5.
En fait, omme le montre le terme de frition de l'équation (5.10), l'expansion de l'u-
nivers tend à atténuer les osillations propres de la orde, et don à réduire v2 sur des
éhelles de distane omparable à l'horizon. Inversement, aux petites éhelles de longueur,
5
Dans la suite de e hapitre, le point désignera la dérivation par rapport à ξ0 = η.
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ette atténuation sera négligeable et les osillations propres des boules vont ertainement
dominer la dynamique donnant M˙ ≃ 0, omme dans l'espae-temps de Minkowski.
La résolution numérique de l'équation (5.10) est un problème déliat à ause de la
propagation des kinks apparaissant lors de haque interommutation (voir Set. 5.2). Il
est plus judiieux de transformer (5.10) en deux équations du premier ordre portant sur
des variables indépendantes et onstantes pour haque kink. Cei est réalisé en posant [31℄
~p(η, u) =
~x
′
ǫ
− ~˙x , ~q(η, v) = ~x
′
ǫ
+ ~˙x , (5.16)
ave ~p
2
= ~q
2
= 1 et (u, v) un nouveau hoix de oordonnée déni par
u ≡
∫
ǫ dξ − η, v ≡
∫
ǫ dξ + η. (5.17)
L'équation (5.10) devient, en fontion de es nouveaux paramètres [31℄,
~˙p = H [~q − (~p.~q ) ~p ] , (5.18)
~˙q = H [~p− (~p.~q ) ~p ] , (5.19)
ǫ˙ = −H ǫ (1− ~p.~q ) . (5.20)
Les kinks se propageant à la vitesse de la lumière le long des deux diretions de la orde,
ils orrespondent à des valeurs de u et v onstantes. Ainsi, sur la grille (u, v), les valeurs
de ~p et ~q orrespondantes peuvent être hoisies onstantes le long de haque segment, et
seront plus ou moins disontinues en haque point par la présene des kinks. Cependant,
l'interommutation néessite également la onnaissane, à haque instant, des oordonnées
physiques ~x sur la grille initiale (η, ξ). Celles-i sont obtenues en inversant les relations
préédentes, et il vient
~˙x =
1
2
(~q − ~p ) , ~x ′ = 1
2
ǫ (~p+ ~q ) . (5.21)
Une fois onnue la position physique des points de haque orde, la détetion des inter-
ommutations est essentiellement réalisée en testant pour haque segment de orde, si,
dans une liste de segments voisins, le volume du tétrahèdre sous-tendu par les quatre
points des deux segments hange de signe durant le pas de temps élémentaire. Si 'est le
as, l'interommutation est eetuée.
Résultats numériques
À partir des ongurations initiales de la gure 5.3, il est enn possible de aluler leur
évolution en résolvant numériquement les équations (5.18) à (5.21), et en détetant toutes
les interommutations survenant au our du temps. Les résultats présentés ii sont issus
d'un ode numérique développé en FORTRAN90 et OpenMP fontionnant sur des mahines
multiproesseurs à mémoire partagée (voir annexe A). Il est onstruit sur la base d'un
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des meilleurs odes des années 1980, développé par Bennett et Bouhet [33, 31℄, ayant
originellement onrmé l'existene de la solution d'éhelle (5.8).
Sur la gure 5.4 sont représentées les ourbes d'évolution de la densité d'énergie totale
assoiée aux ordes plus grandes que l'horizon en fontion du temps onforme. Que e
soit dans l'ère de matière ou de radiation, elle-i tend toujours, indépendamment des
onditions initiales, vers la loi d'éhelle (5.8) en 1/t2. Dans l'ère de matière, et de radiation,
on obtient numériquement, respetivement
ρ∞mat ≃ 28
U
a2η2
, ρ∞rad ≃ 40
U
a2η2
. (5.22)
Les simulations numériques onrment ainsi le méanisme d'évauation d'énergie par
formation des boules. Sur la gure 5.5 est représentée l'évolution de la densité d'énergie
des ordes innies (voir Fig. 5.4) omparée à la densité d'énergie de toutes les ordes,
inluant les boules. La loi d'éhelle n'est lairement vériée que pour les ordes plus
grandes que l'horizon, elle ne peut don être appliable au réseau que si l'énergie asso-
iée aux boules est eetivement évauée, par rayonnement gravitationnel par exemple.
Cependant, omme on peut le voir sur la gure 5.6, la taille aratéristiques des boules
formées est extrêmement plus faible que l'éhelle de longueur typique du réseau de ordes
innies L∞. Cette observation [33℄ montre don qu'il existe une autre éhelle de longueur
aratérisant le réseau à petite éhelle et qu'elle est de plus déterminante dans la nature
des interommutations formant les boules. Cette longueur aratéristique est liée à l'ex-
istene des kinks apparaissant lors des interommutations (voir Set. 5.2). En eet, la
persistane de es disontinuités dans la forme des ordes donne une struture à petite
éhelle qui favorise de nouvelles intersetions sur des longueurs de plus en plus petites,
et de fait la formation privilégiée de boules de petites tailles [33, 47, 31℄. D'autre part,
d'après l'équation (5.10), le terme d'amortissement dans la propagation des kinks dépend
diretement du taux d'expansion de l'univers, et elui-i étant plus important dans l'ère
de matière, le lissage de la struture induite par les kinks y est plus eae que dans
l'ère de radiation. En onséquene, les boules produites dans l'ère de radiation devraient
être plus petites que elles générées dans l'ère de matière. Cei apparaît lairement sur la
gure 5.6 si on ompare la distribution des boules sur les deux prises de vue obtenues
lorsque le régime stationnaire des grandes ordes est atteint. La plus petite taille des
boules dans l'ère de radiation néessite également leur plus grand nombre pour atteindre
le régime stationnaire (voir Fig. 5.6).
La loi d'éhelle atteinte par les ordes innies suggère que la densité d'énergie assoiée
aux boules, lorsque l'on onsidère ette fois leur désintégration par rayonnement grav-
itationnel, doit également atteindre une loi d'éhelle [33℄. La longueur moyenne Lb des
boules dans e régime stationnaire reste alors une fration onstante de la distane à
l'horizon
Lb = αt. (5.23)
Les simulations numériques ne donnent ependant qu'une valeur maximale au oeient
de proportionnalité, α < 10−3 dans le as du ode utilisé ii [33, 31℄. Il existe néanmoins
une limite inférieure qui est donnée par l'éhelle de distane assoiée au rayonnement
gravitationnel α > γgGU [voir Eq. (4.22)℄. Il est possible de montrer, à l'aide des modèles
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ρ∞rad × a2η2/U
η/ℓc
ρ∞mat × a2η2/U
η/ℓc
Fig. 5.4: Évolution de la densité d'énergie totale assoiée aux ordes innies, i.e. plus
grandes que l'horizon, en fontion du temps onforme, dans l'ère de radiation (en haut)
et de matière. Dans les deux as, la loi d'éhelle en 1/t2 est un attrateur, quelques soient
les onditions initiales. La plus longue simulation est réalisée sur un volume omobile de
(48ℓc)
3
et met en jeu 2500000 points.
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η/ℓc
ρ∞rad × a2η2/U
Fig. 5.5: Évolution de la densité d'énergie totale des ordes innies dans l'ère de radia-
tion, en trait plein noir, omparée à elle des boules, en tirets rouges ourts. La densité
d'énergie totale du réseau, inluant les boules et les ordes plus grandes que l'horizon,
est représentée en tirets bleus longs. La solution d'éhelle en 1/t2 n'est don rendue pos-
sible que par la formation des boules, et leur désintégration en une forme d'énergie ne
dominant pas la dynamique de l'univers (en partique des ondes gravitationnelles).
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Fig. 5.6: Conguration du réseau de ordes dans l'ère de matière (en haut) et de radi-
ation, lorsque le régime stationnaire est atteint et lorsque le volume omobile initial est
omplètement ontenu dans l'horizon. La struture à petite éhelle des ordes est laire-
ment visible dans leur forme et par la taille et le grand nombre de boules (en rouge)
générées au our de l'évolution (la plupart sont en dessous de la résolution de l'image et
apparaissent omme des points).
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eetifs [209, 32, 341℄, que la densité d'énergie totale des boules rayonnantes suit la loi
d'éhelle
ρbrad ≃
√
α
γgGU ρ∞rad , (5.24)
dans l'ère de radiation, et
ρbmat ≃ 0.4
√
α ln
(
α
γgGU
)
ρ∞mat, (5.25)
dans l'ère de matière. En supposant que la majeure partie de l'énergie gravitationnelle
émise par le réseau l'est par les boules, il est possible d'en estimer son intensité. Il
est d'usage de onsidérer le paramètre de densité d'énergie gravitationnelle par unité
logarithmique de fréquene [339, 183℄
Ωg =
1
ρc
ν
dρg
dν
, (5.26)
où ρg est la densité d'énergie sous forme d'ondes gravitationnelles de fréquene ν, et ρc la
densité ritique. Comme dans la setion 4.2, e paramètre peut grossièrement être estimé
en ne onsidérant que la fréquene aratéristique des boules, i.e. ν ≃ 1/Lb. L'énergie
gravitationnelle émise au temps te s'identie à la densité totale d'énergie des boules qui
se sont désintégrées jusque là, i.e. les boules qui avaient une longueur Lb ≃ αte aux temps
antérieurs [voir Eq. (4.22)℄. Il vient alors, d'après les équations (1.21), (5.22), (5.24) et
(5.26)
Ωg ≃ 100
√
αGU
γg
. (5.27)
La onnaissane des paramètres α et γg permet don d'estimer la ontribution d'un réseau
de orde au fond d'ondes gravitationnelles existant dans l'univers en fontion de l'éhelle
de brisure de symétrie l'ayant générée U [voir Eq. (5.27)℄. Ce fond d'ondes gravitationnelles
est ependant ontraint par les préditions de la nuléosynthèse primordiale [269, 164, 104,
29℄, et les mesures de régularité des temps de réeption des signaux radios émis par les
pulsars [46, 322℄. En eet, dans le premier as, il existe une densité d'énergie maximale
des ondes gravitationnelles au delà de laquelle l'abondane des éléments légers prédite ne
seraient plus ompatible ave les observations (voir Fig. 1.4). Dans le deuxième as, la
modiation de la géométrie de l'espae-temps nous séparant d'un pulsar, par le passage
d'ondes gravitationnelles, devrait induire des variations dans les temps d'arrivée de ses
signaux. L'absene de es irrégularités atuellement observée donne don également une
limite supérieure au fond d'ondes gravitationnelles. À l'aide des simulations numériques
et de es deux ontraintes observationnelles, on peut montrer que [46, 29℄
GU . 10−6. (5.28)
Un telle ontrainte sur l'éhelle de brisure de symétrie n'est pas en faveur de la formation
d'un réseau de ordes de Goto-Nambu aux éhelles d'énergie de grande uniation, et
exlue quasiment leur origine dans les méanismes de formation des grandes strutures [47,
29, 11, 27, 98, 12℄.
98 Chapitre 5. Évolution osmologique
5.3.3 Inuene sur le CMBR
Les simulations numériques permettent également de aluler les déformations subies
par une onde plane életromagnétique traversant le réseau de ordes par l'eet Kaiser-
Stebbins (voir Set. 3.3.3). Appliqués au rayonnement fossile, es résultats permettent de
dresser des artes de température du CMBR où les anisotropies sont générées uniquement
par les ordes osmiques [47℄ (voir Set. 3.4). Il est alors possible d'en déduire la valeur
moyenne des utuations de température du CMBR réées par es ordes[47℄(
δΘ
Θ
)
2
≃ 19GU. (5.29)
L'observation de utuations de température de l'ordre de 10−5 (voir Figs. 1.3 et 3.8)
donne une ondition sur l'éhelle de brisure de symétrie formant le réseau de orde du
même ordre de grandeur que (5.28). Cependant, dans la setion 3.4, nous avons vu que
le spetre de puissane du CMBR atuellement observé ne semblait pas être uniquement
généré par des défauts topologiques, et bien que donnant toujours une limite supérieure à
GU , les résultats prédis par les artes de température sont diilement omparables aux
observations.
Une autre approhe onsiste à ne s'intéresser qu'au spetre de puissane du CMBR an
d'y reherher la signature éventuelle d'un réseau de ordes osmiques. Dans la setion 3.4,
les résultats présentés sur la gure 3.9 ont été obtenus par superposition linéaire des spe-
tres de puissane génériques assoiés aux défauts globaux seuls et à l'ination seule [48℄.
Cette hypothèse est la plus simple que l'on puisse faire mais ne tient pas ompte des
eets de ouplage entre les perturbations générées pas des défauts et les autres espèes
présentes dans le plasma primordial. La proportion de défauts trouvée avoisinant les 20%
justie une investigation plus poussée par des méthodes plus préises.
Le alul théorique des anisotropies de température du CMBR passe par la déter-
mination de l'évolution osmologique des perturbations assoiées à la géométrie et à la
matière qui sont suseptibles d'en modier les aratéristiques physiques. Celles-i sont
généralement obtenues, dans l'approximation linéaire, à partir de la onnaissane des
perturbations hµν de la métrique (1.6) [230, 231, 298, 333℄
ds2 =
(
gµν + a
2hµν
)
dxµdxν , (5.30)
et de la desription, hydrodynamique ou partiulaire, des perturbations assoiées aux
diérents uides présents dans l'univers primordial. Les équations d'évolution sont alors
données par les équations d'Einstein (1.13) appliquées aux quantités perturbées
G˜µν = κ2T˜ µνtot , (5.31)
où G˜µν est le tenseur d'Einstein perturbé obtenu à partir de la métrique (5.30), et T˜ µνtot le
tenseur énergie-impulsion total assoié au diverses soures d'anisotropies. Celui-i dépend
intrinsèquement des propriétés et des interations des divers uides présents. L'inuene
de l'existene d'un réseau de ordes osmiques peut être prise en ompte dans le terme
soure T˜ µνtot , une fois sa ontribution T
µν
s onnu. En fait, puisque l'on s'intéresse uniquement
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à la statistique des utuations au travers des fontions de orrélations (voir Set. 3.4), les
quantités à déterminer seront les orrélateurs à deux points du tenseur énergie-impulsion
du réseau
Cµνρσ = 〈T µνs (η, ~x ) T ρσs (η′, ~x
′
)〉, (5.32)
où la valeur moyenne porte sur l'ensemble des diérentes réalisations de la transition de
phase. La résolution des équations (5.31), pour les orrélateurs, est atuellement réalisée
par diérents odes numériques [298℄ néessitant en entrée la onnaissane des orréla-
teurs des tenseurs énergie-impulsion des soures. L'intérêt des simulations numériques de
ordes est aujourd'hui de permettre une détermination de leur orrélateurs Cµνρσ an
d'inlure leurs eets au sein de la dynamique des perturbations osmologiques. À partir
des équations (1.6), (4.5) et (5.9), le tenseur énergie-impulsion d'une orde dans FLRW
se réduit à
√−g T µν(η, ~r ) = U
∫
dξ
(
ǫ x˙µx˙ν − 1
ǫ
x′µx′ν
)
δ3 [~r − ~x(η, ξ)] , (5.33)
ave ǫ donné par (5.11), dans la jauge mixte (5.9). Sa détermination est partiulièrement
adaptée à la méthode numérique du ode utilisé ii, en eet, en reportant l'équation (5.21)
dans l'expression préédente, il vient
√−g T µν(η, ~r ) = −U
∫
ǫ dξ
1
2
(pµqν + qµpν) δ3 [~r − ~x(η, ξ)] . (5.34)
Le volume omobile de référene (voir Fig. 5.4) peut être disrétisé an de aluler, dans
haque ellule entrée sur ~r, la valeur totale, au temps η, du tenseur énergie-impulsion des
ordes qu'elle ontient. On obtient ainsi un ensemble de valeurs T µνs (η, ~r ) pour le réseau
de orde, dont les orrélateurs sont donnés, dans l'espae de Fourier, par
Ĉµνρσ(η, η′, ~k ) = T̂ µνs (η,−~k ) T̂ ρσs (η′, ~k
′
), (5.35)
où la transformée de Fourier est dénie par
Ĉ(~k ) =
∫
d3~r C(~r )ei
~k.~r, (5.36)
et où l'on a utilisé, pour les fontions réelles T µνs (η, ~r), la relation[
T̂ µνs (η,
~k )
]†
= T̂ µνs (η,−~k ). (5.37)
La moyenne statistique des orrélateurs (5.35) peut être eetuée sur diérentes simu-
lations numériques obtenues par diérents hoix de onditions initiales. En ollabora-
tion ave A. Riazuelo, auteur d'un ode Boltzmann d'évolution de perturbations os-
mologiques [273, 298℄, le alul du spetre de puissane orrespondant est atuellement
en ours. Nous pourrons don, d'ii peu, statuer préisément sur la proportion de ordes
osmiques loales dans les observations du CMBR.
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5.4 Conlusion
Les simulations numériques montrent l'importane du méanisme de formation de
boules dans l'évolution osmologique des réseaux de ordes par la désintégration nées-
saire de elles-i en une forme d'énergie ne dominant pas l'univers (voir Fig. 5.5). Sous es
onditions, l'existene d'un réseau est ompatible ave les observations pour des éhelles
d'énergie de brisure de symétrie inférieures à elles de grande uniation, i.e. GU < 10−6.
Il est également possible qu'une ontribution non négligeable de es ordes soit atuelle-
ment détetable dans les données du CMBR, et dont la signature pourra être d'ii peu
vériée ou inrmée grâe aux simulations numériques.
Cependant, omme on l'a vu par les formalismes marosopiques (voir Chap. 4), il
existe des types de orde pour lesquelles les boules formées peuvent être stables. Ce sont
elles possédant une struture interne générée par un ourant de partiules. Il n'existe pas,
à l'heure atuelle, de ode numérique permettant d'en aluler l'évolution osmologique,
mais omme l'approhe qualitative de la setion 5.3.1 le suggère, la loi d'éhelle atteinte
par les réseaux au ours de leur évolution semble robuste, et le même méanisme appliqué à
es ordes devrait produire une grande proportion de boules ondutries potentiellement
stables, aboutissant ainsi à leur domination sur les autres formes d'énergie. Un tel sénario
n'est pas ompatible ave les observations, et omme nous le verrons dans les setions
suivantes, la présene de ourants sur les ordes semble en être une propriété générique.
La stabilité des boules (voir Set. 4.3.4) devient don un ritère osmologique d'existene
de es ordes, et de e fait, une ontrainte sur les symétries eetivement brisées dans
l'univers primordial.
Chapitre 6
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6.1 Introdution
Les hapitres préédents ont mis en évidene l'importane osmologique des boules de
orde osmique. Leur onversion en une forme d'énergie ne dominant pas l'univers est une
ondition néessaire à l'existene d'un réseau dans l'univers. Cependant, dans le hapitre 4,
le formalisme ovariant nous a permis de montrer que la brisure de l'invariane de Lorentz
longitudinale par un ourant onservé le long des ordes pouvait stabiliser les boules.
Il est, de e fait, légitime de s'interroger sur l'existene et la pertinene de méanismes
mirophysiques pouvant être à l'origine de es ourants. Dans le adre du modèle de Higgs
abélien, il est possible de oupler la théorie mirophysique, dérivant de purs vortex, à
d'autres hamps pouvant éventuellement se propager le long de la orde. Le as le plus
simple est elui d'un hamp salaire additionnel ouplé au hamp de Higgs. E. Witten
a en eet montré qu'un ondensât de e hamp peut se former au entre du vortex et
générer un ourant de partiules salaires [362℄. Les équations du mouvement de es ordes
supraondutries sont plus ompliquées du fait de la présene de hamps supplémentaires,
il en résulte que la desription analytique de leurs propriétés dynamiques est diile. C'est
pourquoi le formalisme ovariant est habituellement préféré : la simple onnaissane de
l'équation d'état xe la dynamique des ordes et la stabilité des boules assoiées (voir
Chap. 4). La orrespondane entre l'approhe mirosopique et le formalisme ovariant
s'eetue naturellement par le passage à la limite d'épaisseur nulle de la théorie quadri-
dimensionnelle. P. Peter a obtenu, de ette manière, l'équation d'état des ordes possédant
un ondensât de Bose [282, 281℄. Ce lien est indispensable ar il permet d'une part, de
justier l'emploi de l'approhe marosopique pour des ordes possédant une struture
interne, et d'autre part, d'exprimer les grandeurs marosopiques, telle l'énergie par unité
de longueur ou la tension, en fontion des paramètres mirosopiques de la physique
des partiules sous-jaente. Ces paramètres peuvent ainsi être xés par les ontraintes
osmologiques diretement déduites du formalisme ovariant.
6.2 Le modèle de Witten salaire
À partir du modèle de Higgs abélien (2.29) dérivant la mirophysique d'une orde de
Goto-Nambu, il est possible de oupler un hamp salaire Σ supplémentaire au hamp
de Higgs Φ formant la orde. Par analogie ave la supraondutivité dans les matériaux,
l'idée est de briser une symétrie additionnelle uniquement au entre du vortex an que
le hamp Σ puisse s'y ondenser. Le as le plus simple est elui d'une invariane Ub(1),
qui peut être hoisie loale ou globale selon que le hamp salaire Σ est hargé ou non,
respetivement. La forme générale du lagrangien assoié au hamp Σ s'érit, dans le as
d'une symétrie Ub(1) loale, d'après (2.13)
LΣ = 1
2
(
D˜µΣ
)† (
D˜µΣ
)
− 1
4
NµνN
µν − λ˜
8
|Σ|4 − 1
2
m2σ|Σ|2 (6.1)
où Nµν est le tenseur de type Faraday assoié au hamp de jauge Cµ de la symétrie Ub(1),
et
D˜µ = ∂µ + i g˜ Cµ, (6.2)
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la dérivée ovariante assoiée. Cette symétrie de jauge peut, par ailleurs, être identiée à
l'életromagnétisme. L'interation de Σ ave le hamp de Higgs formant la orde s'érit,
de manière générale,
Lint = f
(
η2 − |Φ|2) |Σ|2, (6.3)
où f est la onstante de ouplage entre les deux hamps, et fη2 un terme de masse addi-
tionnel qui peut être absorbé dans m2σ. L'intérêt d'avoir érit le lagrangien d'interation
sous la forme (6.3) est que loin de la orde, si le hamp de Higgs Φ prend sa valeur moyenne
dans le vide |Φ| = η, la masse physique du boson Σ est donnée par mσ. Le potentiel total
assoié à Φ s'érivant, d'après (2.29), (2.32) et (6.3),
Vtot(Φ) =
λ
8
(|Φ|2 − η2)2 + f |Σ|2|Φ|2, (6.4)
il est eetivement minimisé en |Φ| = η et |Σ| = 0. Inversement, au entre de la orde
Φ = 0 et, pourvu que fη2 > m2σ/2, le hamp Σ semble aquérir une masse négative
aratéristique de la brisure de la symétrie Ub(1) (voir Set. 2.3). En eet, le potentiel du
hamp Σ au entre de la orde est, d'après les équations (6.1) et (6.3),
V˜ (Σ)
∣∣∣
Φ=0
=
λ˜
8
|Σ|4 + 1
2
(
m2σ − 2fη2
) |Σ|2, (6.5)
Dans le as où fη2 < m2σ/2, e potentiel est minimisé pour |Σ| = 0 et la symétrie Ub(1)
n'est pas brisée, alors que si fη2 > m2σ/2, il est minimisé pour
|Σ| = 2
√
2fη2 −m2σ
λ˜
. (6.6)
On obtient, dans e dernier as, un ondensât du hamp au entre de la orde où la
symétrie Ub(1) est brisée. Par ontinuité, le hamp Σ va rejoindre son état de vide Σ = 0
loin de la orde, et par symétrie ylindrique, va être uniquement une fontion de la distane
au vortex
1
que nous noterons Σ0(r). Notons que le lagrangien (6.1) peut également on-
duire à la formation de ordes osmiques par la brisure spontannée de la symétrie Ub(1)
lors du refroidissement de l'univers. Cei peut être évité en hoisissant les paramètres
physiques assoiés à Σ tels que sa température de transition de phase soit bien inférieure
à elle de Φ, i.e. d'après (3.39) mσ/λ˜
1/2 < η.
D'après (6.6), l'ensemble des valeurs du hamp Σ de la forme
Σ = |Σ
0
|eiψ(ξa), (6.7)
ave ψ(ξa) une fontion réelle des oordonnées longitudinales, minimisent également le
potentiel dans le vortex. Par le théorème de Noether, l'invariane Ub(1) de la théorie
impose au ourant jµ = δLΣ/δCµ d'être onservé. Ses omposantes le long de la orde
s'obtiennent à partir de (6.1) et (6.7), et on trouve
ja = g˜ |Σ
0
|2 (∂aψ + g˜ Ca) . (6.8)
1
La valeur du hamp sur la orde n'est en général pas donné par l'équation (6.6), mais dépend de la
dynamique des hamps dans le vortex.
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La persistane de e ourant est assurée pour des raisons topologiques similaires à elles
assurant l'existene des ordes : le long d'une boule de orde, la phase ψ ne peut varier
que d'un multiple entier de 2π permettant de dénir un invariant topologique [362, 341℄
N =
1
2π
∮
dξ
dψ
dξ
, (6.9)
ave ξ l'absisse urviligne. Ce ourant peut être estimé en alulant le potentiel veteur
Ca. Dans la jauge de Coulomb, i.e. ∂iC
i = 0, la solution des équations (2.1) est donnée
par
Ca(~r ) = − 1
4π
∮
dξ
ja [~x(ξ)]
|~r − ~x(ξ)| , (6.10)
ave ~x(ξ) la position de la orde dans un référentiel privilégié. D'après (6.10), le potentiel
veteur diverge logarithmiquement ave la distane près du entre du vortex. La largeur
de la orde étant, en première approximation, donnée par l'inverse de la masse du Higgs
(voir Set. 3.3), un ordre de grandeur de la partie divergente de (6.10) est − ln (mhLb),
ave Lb la longueur de la boule. Il vient nalement
Ca ≃ − ln (mhLb) ja, (6.11)
qui, ombiné ave les équations (6.8) et (6.9), donne la omposante spatiale du ourant
le long de la orde
jz ≃ g˜ |Σ0 |
2
1 + g˜2|Σ0 |2 ln (mhLb)
N
Lb
≃ 1
g˜ ln (mhLb)
N
Lb
. (6.12)
Bien que son amplitude soit diretement reliée à la harge topologique N , le ourant jz
est limité physiquement par l'existene du ondensât sur la orde, 'est-à-dire qu'il est
néessaire que l'état exité du ondensât reste l'état d'énergie minimale. Or, dès que le
ourant est présent, pour N 6= 0, le terme inétique du lagrangien (6.1) peut se voir omme
une ontribution négative à un potentiel eetif pour Σ dont la omposante spatiale est
de l'ordre de (
D˜zΣ
)† (
D˜zΣ
)
= −|Σ0 |2 (N + g˜ Cz)2 . (6.13)
La brisure de la symétrie Ub(1) n'est enore assurée au entre de la orde, d'après (6.1)
et (6.5), que pour
(N + g˜ Cz)
2 < fη2 − 1
2
m2σ, (6.14)
soit, à l'aide de (6.11) et (6.12),
N2 <
(
Lb
Lb + 1
)2(
fη2 − 1
2
m2σ
)
. (6.15)
Il y a don un ourant maximal au delà duquel il est énergétiquement préférable aux
partiules se propageant le long de la orde de rejoindre leur état de vide usuel Σ = 0.
Le modèle de Witten onduit, par le ouplage le plus simple qu'un hamp salaire
additionnel puisse avoir ave le hamp de Higgs, à la naissane d'un ourant onservé le
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long de la orde. Il est lair que la dynamique de elle-i, ainsi que la stabilité des boules
assoiées, vont en être modiées. Notons que le ourant (6.12) introduit seulement un
paramètre physique supplémentaire, ψ, par rapport au as de Goto-Nambu, lorsque l'on
passe à la limite d'épaisseur nulle. Il est don raisonnable d'espérer dérire la dynamique
marosopique d'une telle orde par le formalisme ovariant introduit au hapitre 4.
6.3 Correspondane ave le formalisme ovariant
L'approhe mirosopique préédente permet la détermination, par le passage à la
limite d'épaisseur nulle, des quantités marosopiques néessaires à la desription d'une
orde ondutrie dans le formalisme ovariant, 'est-à-dire l'énergie par unité de longueur
et la tension, ainsi que le paramètre d'état ̟ tenant ompte de l'inuene du ourant.
An de ne pas perdre omplètement l'information onernant la struture transverse du
vortex, la onnaissane de la dynamique des hamps en interation est indispensable avant
de pouvoir la moyenner sur les dimensions transverses à la orde. Comme 'était le as pour
le modèle de Higgs abélien (voir Set. 3.3.1), la résolution des équations du mouvement,
dans le modèle de Witten, néessite l'emploi de méthodes numériques [23, 282, 281℄. En
utilisant des méthodes de relaxation [6℄, P. Peter a, de ette manière, onrmé la validité
du formalisme ovariant pour es types de orde tout en dérivant la forme exate de
l'équation d'état.
Les équations d'Euler-Lagrange des diérents hamps obtenues à partir du lagrangien
du modèle de Witten salaire,
Lwb = Lh + LΣ + Lint, (6.16)
peuvent s'érire, sous leur forme adimensionnée [281℄,
dH
d̺2
+
1
̺
dH
d̺
=
1
̺2
HQ2 +
1
2
H(H2 − 1) + 2fη
2
m2h
m2σ
m2×
HS2,
dS
d̺2
+
1
̺
dS
d̺
= w
m2×
m2σ
P 2S + 2
fη2
m2h
(H2 − 1)S + m
2
σ
m2h
S(S2 + 1),
dQ
d̺2
− 1
̺
dQ
d̺
=
m2b
m2h
H2Q,
dP
d̺2
+
1
̺
dP
d̺
=
m2σ
m2h
m2c
m2×
S2P,
(6.17)
où l'on a introduit les paramètres
m× =
√
λ˜ η, mc = g˜ η, (6.18)
par analogie ave les paramètres donnant la masse du boson de Higgs Φ et du boson
veteur Bµ de la orde
mh =
√
λ η, mb = g η. (6.19)
106 Chapitre 6. Génération de ourants sur les ordes
Le hamp de Higgs adimensionné H et la omposante orthoradiale du hamp de jauge de
la orde Q, ainsi que la variable transverse ̺ sont donnés par les équations (3.41) à (3.44).
Le hamp salaire S est déni par
S =
m×
mσ
|Σ0 |
η
. (6.20)
Quant au potentiel veteur Cµ, assoiée à la symétrie Ub(1), et la phase ψ à l'origine du
ourant topologique, ils permettent de dénir le biveteur P a par la relation
Pa ≡ ∂aψ + g˜ Ca. (6.21)
Seule la norme adimensionnée P de elui-i intervient dans les équations de hamps (6.17).
Elle permet en outre de dénir la quantité ̟ qui s'identie au paramètre d'état du for-
malisme ovariant (voir Set. 4.3.3) :
P 2t − P 2z = ̟P 2. (6.22)
Le paramètre̟ apparaît également dans les équations du mouvement (6.17) sous sa forme
adimensionnée
w =
m2σ
m2hm
2×
̟. (6.23)
À partir de la résolution des équations (6.17) (voir Fig. 6.1) en fontion du paramètre
w, la onnaissane des variations transverses des hamps permet de aluler le tenseur
énergie impulsion T ab, le long de la orde, à l'aide de l'équation (3.4) appliquée au lagrang-
ien (6.16). Le ourant topologique ja est pour sa part diretement donné par (6.8). Leur
valeurs bidimensionnelles, T
ab
et j
a
, dans la limite d'épaisseur nulle, sont ensuite obtenues
par intégration sur les diretions transverses [79, 282, 281℄ (voir Set. 3.3.1). L'énergie par
unité de longueur U et la tension T sont nalement données, d'après la setion 4.3, par
U = T
tt
, T = −T zz, (6.24)
et l'intensité C du ourant par
C =
√∣∣∣j2t − j2z∣∣∣ = 2πη2 mσmhm×√|w|
∫
̺ d̺ S2P. (6.25)
On peut vérier que es grandeurs satisfont l'équation barotropique attendue par le for-
malisme ovariant
U − T =
√
|̟| C. (6.26)
Sur la gure 6.2 sont représentées les variations de l'intensité du ourant C en fontion
du paramètre −w/√|w| dont le signe, positif ou négatif, dépend maintenant du type de
régime, magnétique ou életrique, respetivement (voir Set. 4.3). Comme attendu par les
onsidérations analytiques de la setion préédente, on observe lairement une saturation
du ourant pour |̟| ≃ m2σ, dans le régime magnétique. Pour un paramètre d'état supérieur
à ette valeur, l'intensité du ourant diminue ar l'état de ondensation le long de la orde
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Fig. 6.1: Prols transverses des hamps dans une orde osmique de Witten possédant un
ondensât de Bose en son ÷ur [281℄. Le hamp de Higgs H et le hamp de jauge formant
la orde Q ont les mêmes aratéristiques que eux formant une orde de Goto-Nambu
(voir Fig. 3.3). Le hamp salaire S se ondense au entre du vortex, générant un ourant
dont la divergene logarithmique du hamp de jauge P assoié est aratéristique d'un l
onduteur.
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Fig. 6.2: L'intensité du ourant C en fontion du paramètre adimensionné −w/√|w|.
Le ondensât de Bose au entre du vortex n'est énergétiquement privilégié que pour
|̟| < m2σ, au delà, les partiules salaires rejoignent leur état de vide loin de la orde
entraînant une saturation du ourant dans le régime magnétique, et un seuil de fréquene,
aratérisé par la divergene de C, dans le régime életrique [282℄. La ourbe en trait plein
orrespond à la limite g˜ → 0 du modèle de Witten ('est la limite neutre dans le as où la
symétrie Ub(1) représente l'életromagnétisme) et s'éloigne relativement peu de la ourbe
inluant le ouplage au hamp de jauge Cµ : les propriétés physiques dominantes résultent
prinipalement des eets méaniques du ourant le long de la orde, omme attendu par
le formalisme ovariant [79, 69℄.
n'est plus énergétiquement favorisé, la fuite de partiules salaires vers l'état de vide usuel
est privilégiée. De la même manière, dans le régime életrique, C représente ette fois la
densité de partiules ondensées sur la orde, et, pour des valeurs du paramètre d'état
|̟| → m2σ, on observe une divergene de C appelée seuil de fréquene. L'interprétation
physique en est similaire : l'énergie moyenne de haque partiule devient supérieure à leur
masse mσ loin de la orde, et il n'existe plus de solution stationnaire aux équations de
hamp (6.17), e qui se traduit par la divergene observée des solutions statiques sur la
gure 6.2.
De la même manière, l'équation d'état est représentée sur la gure 6.3 où l'énergie U
par unité de longueur et la tension T sont traées en fontion du paramètre d'état ̟.
Les phénomènes de saturation et de seuil de fréquene, liés à l'instabilité du ondensât,
se retrouvent également sur es ourbes. Comme pour le ourant, le seuil de fréquene
apparaît par la divergene de U et T dans le régime életrique, alors que la saturation
de C orrespond maintenant au point d'inversion des variations de la tension, dans le
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Fig. 6.3: L'énergie par unité de longueur U et la tension T d'une orde osmique, par-
ourue par un ourant de partiules salaires, en fontion du paramètre d'état. Comme
sur la gure 6.2, les ourbes en traits pleins et pointillés orrespondent au ondensât de
Bose obtenu par la brisure d'une symétrie Ub(1) globale et loale, respetivement. L'in-
uene de la onstante de ouplage au hamp de jauge Cµ n'est pas déterminante dans la
dynamique. On retrouve également le seuil de fréquene dans le régime életrique, où es
deux quantités divergent, et la onséquene de la saturation du ourant lorsque le minu-
mum de tension, dans le régime magnétique, est atteint : la orde devient alors instable
vis-à-vis des perturbations longitudinales [281℄ (voir Set. 4.3.4).
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régime magnétique, en |̟| = m2σ. D'après la setion 4.3.4, la vitesse de propagation
des perturbations longitudinales étant donnée par c2
L
= −dT/dU , la orde devient aussi
instable au point ̟ = m2σ. La valeur maximale atteinte par le ourant est don la limite
physique en deça de laquelle e type de orde ondutrie peut exister.
L'approhe numérique permet de plus d'étudier l'inuene de la onstante de ouplage
g˜ au hamp de jauge Cµ. Sur les gures 6.2 et 6.3, les ourbes en traits pleins sont obtenues
dans la limite neutre [282℄, 'est-à-dire lorsque la symétrie Ub(1) est globale, ontrairement
à elles en pointillés obtenues pour une symétrie loale ave g˜2 > 0.1. Il est lair que les
propriétés physiques dominantes ne dépendent que très faiblement de g˜. En plus de la
relation (6.26), e résultat renfore enore la validité du formalisme ovariant dans lequel
seule la brisure de l'invariane de Lorentz longitudinale, par le ourant, est déterminante
dans la dynamique de la orde.
An de pouvoir omplètement s'aranhir de l'approhe mirosopique, il est d'usage
d'approher l'équation d'état alulée numériquement (voir Fig. 6.3) par une forme an-
alytique diretement utilisable dans le formalisme ovariant. On montre que la fontion
maîtresse duale (voir Set. 4.3.3) dénie, dans le seteur magnétique par
Λ˜ = m2 +
1
2
˜̟˜̟
m2⋆
− 1
, (6.27)
et dans le seteur életrique par,
Λ˜ = m2 +
m2⋆
2
ln
(
1− ̟
m2⋆
)
, (6.28)
permet d'obtenir l'approximation voulue lorsque ses paramètres sont tels que m ≃ mh et
m⋆ ≃ mσ [224, 63, 144℄. L'équation d'état analytique obtenue est omparée à la solution
numérique préédente sur la gure 6.4. L'approximation est exellente tant que l'on reste
dans les domaines où la orde peut exister physiquement, 'est-à-dire pour |̟| < m2σ.
D'après la setion 4.3.4, il est possible, par la onnaissane des vitesses de propagations
des perturbations, de disuter la stabilité des boules de ordes ondutries dans e adre.
Sur la gure 6.5, on a représenté l'évolution de c2
L
et c2
T
en fontion du paramètre d'état.
En plus de retrouver les ritères de stabilité énonés préédemment, il est intéressant de
noter que la relation c2
T
> c2
L
est toujours vériée ; seul le point ̟ = 0 implique c2
T
= c2
L
,
omme attendu pour une orde de Goto-Nambu. Les ordes de Witten parourue par un
ourant de salaires sont don génériquement de type supersonique, autrement dit, d'après
la setion 4.3.4 les boules assoiées peuvent génériquement être instables.
Le passage à la limite d'épaisseur nulle des solutions au modèle mirosopique onrme
la validité du formalisme ovariant dans la desription de ordes parourues par un ourant
de salaires. À l'aide des approximations analytiques (6.27) et (6.28), les paramètres mi-
rosopiques peuvent nalement être reliés aux propriétés marosopiques des ordes,
et en partiulier permettre d'en étudier la stabilité. Bien que de régime génériquement
supersonique, les boules de orde de e type peuvent néanmoins être stables sous er-
taines onditions, en partiulier au voisinage de ̟ = 0 où c2
T
≃ c2
L
. Les onséquenes
osmologique de l'existene de es vortons étant majeures, de nombreux travaux dépas-
sant le adre de ette thèse ont été réalisés an d'étudier plus nement leurs ritères
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U/η2
T/η2
−w/√|w|
Fig. 6.4: Comparaison entre l'équation d'état issue de la résolution numérique des équa-
tions de hamp (6.17), et son approximation analytique déduite de la fontion maîtresse
duale dénie par (6.27) et (6.28) [80℄.
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Fig. 6.5: Variation des vitesses de propagation des perturbations transverses et longi-
tudinales, pour une orde possédant un ondensât de Bose, en fontion du paramètre
d'état [282℄. Le régime supersonique c2
T
> c2
L
obtenu est potentiellement porteur d'insta-
bilités pour e type de boules (voir Set. 4.3.4), sauf peut être autour de ̟ = 0 [245, 247℄.
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Fig. 6.6: Contraintes osmologiques sur les paramètresmh etmσ dans le as où les boules
de ordes ondutries sont stables [54℄. L'éhelle de brisure de symétrie privilégiée est
voisine de 109GeV.
de stabilité [54℄. Quoiqu'il en soit, l'existene de es vortons dans l'univers ne peut être
ompatible ave les observations que pour des valeurs des paramètres mh et mσ bien en
deça des éhelles de grande uniation. Sur la gure 6.6 sont représentés les domaines
admissibles de es paramètres en aord ave les observations osmologiques atuelles :
nuléosynthèse et existene de l'univers (Ω ≃ 1) [54℄.
6.4 Courants de fermions
Bien que l'existene de hamps salaires dans l'univers primordial soit motivée par les
théories de physique des partiules (voir Chap. 3), le ouplage d'un hamp de Higgs ave
des fermions est, à nos éhelles d'énergie, prédit par le modèle standard (voir Chap. 2).
E. Witten a également montré qu'un tel ouplage entre des fermions et le hamp de Higgs
formant la orde onduit à l'apparition de ourants le long du vortex [362℄.
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6.4.1 Le modèle de Witten fermionique
Le méanisme de Witten s'appuie sur un résultat de Jakiw et Rossi [195℄, et Wein-
berg [352℄, montrant que l'opérateur de Dira dans un vortex admet toujours n états
propres d'énergie nulle, appelés modes zéros, ave n le nombre d'enroulement du hamp
de Higgs
2
. Si l'on onsidère deux fermions ψ et χ de hiralité gauhe3, ayant un ouplage
au hamp de Higgs formant la orde de type Yukawa (voir Chap. 2), le lagrangien invariant
de jauge le plus général dans le seteur fermionique s'érit
Lwf = iψγµDµψ + iχγµDµχ− λf
(
Φ εαβψαχβ + c.c
)
, (6.29)
où les dérivées fermioniques sont ovariantes sous la symétrie U(1) du vortex [voir Eq. (2.29)℄,
Dµ = ∂µ + iqfBµ, (6.30)
ave qf désignant la harge du fermion onsidéré, 'est-à-dire qψ ou qχ. L'invariane de
jauge du terme de Yukawa impose de plus la relation qψ + qχ + g = 0. En supposant la
orde alignée suivant l'axe z, les modes zéros de l'opérateur Dµ assurent l'existene de
solutions normalisables dans le plan transverse du vortex, pour les deux fermions ψ et χ.
En notant ψ
T
(x⊥) et χT(x⊥) es solutions, il vient
(γx⊥Dx⊥)ψT = (γ
x⊥Dx⊥)χT = 0. (6.31)
On montre également que es solutions sont états propres de l'opérateur γ0γ3, de valeur
propre −n [195, 362℄, 'est-à-dire pour une orde d'enroulement n = 1 :
γ0γ3ψ
T
= −ψ
T
, γ0γ3χ
T
= −χ
T
. (6.32)
Considèrons maintenant les hamps fermioniques ψ = α(z, t)ψ
T
et χ = α(z, t)χ
T
, dont les
équations du mouvement, déduites du lagrangien (6.29), sont(
γ0Dt + γ
3Dz
)
α(t, z)ψ
T
= 0, (6.33)
(
γ0Dt + γ
3Dz
)
α(t, z)χ
T
= 0. (6.34)
En remarquant que la seule omposante non nulle du hamp de jauge de la orde est Bθ
(voir Set. 3.3.1), et à l'aide de l'équation (6.32), il vient
(∂t − ∂z)α = 0, (6.35)
soit α = α(t + z). Les fermions ψ et χ se propagent don à la vitesse de la lumière le
long de la orde, dans la diretion −z, et leur onnement dans le vortex est assuré par
l'existene des modes zéros normalisables dans le plan transverse. De manière similaire,
il est possible d'obtenir leur propagation dans l'autre diretion en les ouplant à Φ† au
2
Indie de Pontryargin de la orde.
3
Il est d'usage de onsidérer deux fermions an d'assurer l'invariane de jauge de la théorie si eux-i
sont hargés par rapport à une symétrie Uf(1) additionnelle. Il sut pour ela de hoisir leurs harges
assoiées égales et opposées [362℄.
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lieu de Φ dans le lagrangien4 (6.29). Dans e as, ils seront états propres de γ0γ3 ave,
ette fois, une valeur propre égale à l'unité donnant une dépendane longitudinale en
α = α(t− z).
Plus intuitivement, le ouplage des fermions au hamp de Higgs formant la orde dans
(6.29) leur donne une masse proportionnelle à |Φ|. Loin de la orde elui-i prend sa valeur
moyenne dans le vide η, alors qu'au entre du vortex, il est nul. L'énergie de masse des
fermions est don minimale au entre de la orde, et le prol transverse du hamp de Higgs
(voir Fig. 3.3) peut être vu omme un potentiel attratif. Les fermions se retrouvant de
masse nulle au entre de la orde, ils ne peuvent que se propager à la vitesse de la lumière
et réer un ourant.
6.4.2 Bosonisation
Comme pour les ourants de bosons, il semblerait raisonnable de dérire les ordes
parourues par des ourants de fermions par le formalisme marosopique an d'en étudier
leur stabilité. Cependant, il ne serait pas orret de résoudre les équations de hamps de
manière purement lassique, omme on l'a fait dans la setion 6.3, du fait du prinipe
de Pauli. Il rend, en eet, impossible l'identiation entre la valeur lassique des hamps
fermioniques et les états d'exitation dans lesquels se trouvent leurs partiules assoiées.
On peut néanmoins onstruire, sahant que es ourants existent, une ation eetive dont
la partie fermionique, assoiée à ψ par exemple, est donnée par
S f =
∫
i ψγaDaψ dz dt. (6.36)
En posant
ψγaψ =
1√
π
εab∂aΣ, (6.37)
on peut montrer que l'ation (6.36) se réduit à [362℄
S f =
∫ [
1
2
(∂tΣ)
2 − 1
2
(∂zΣ)
2 − qψ√
π
Σ εab∂aBb
]
dz dt. (6.38)
Il est ainsi possible, à deux dimensions, de dérire le omportement des fermions par elui
d'un hamp salaire dont les équations du mouvement sont, à partir de (6.38),
∂2Σ
∂t2
= − qψ√
π
εab∂aBb, (6.39)
soit, à l'aide de (6.37)
dJ
dt
=
q2ψ
π
E, (6.40)
4
La présene de es fermions est requise lorsqu'ils sont hargés sous une symétrie Uf(1) additionnelle
an d'éliminer les anomalies de la théorie quantique assoiée. On peut montrer que ei est réalisé pourvu
que la somme des harges Uf(1) des partiules se propageant dans une diretion soit égale et opposée à
la somme des harges des partiules se propageant dans l'autre diretion [362℄.
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où l'on a introduit l'intensité J du ourant de fermions le long de la orde, et E elle du
hamp de type életrique assoié à Ba, i.e
J = −qψψγ3ψ, E = εab∂aBb. (6.41)
Autrement dit, s'il existe un hamp de type életrique E, le ourant de fermions le long
de la orde roît proportionnellement à E et t. Ce ourant apparaît supraonduteur ar
lorsque E → 0, sa dérivée s'annule et il persiste au ours du temps. La limite physique à e
ourant est, omme dans le as des bosons, reliée à la masse des fermions mf dans le vide
loin de la orde. Lorsque l'impulsion d'une partiule de masse nulle sur la orde dépasse
sa masse dans le vide usuel, elle-i aura tendane à quitter la orde. La saturation du
ourant est nalement obtenue pour [362℄
Jmax =
qψ
2π
mf . (6.42)
L'approhe eetive à deux dimensions semble montrer que les ourants de fermions
onduisent à des eets omparables à eux générés par des ourants de bosons. Le hamp
salaire de bosonisation Σ n'introduisant nalement qu'un seul paramètre supplémen-
taire par rapport au as de Goto-Nambu, il semblerait raisonnable de dérire les ordes
parourues par des ourants de fermions par l'équation d'état barotropique salaire (6.26).
En fait, omme nous le verrons dans les hapitres suivants, il n'en est rien. Bien que
l'approhe eetive de Witten justie la génération du ourant, elle néglige totalement
l'inuene de la struture transverse de la orde. An de tester le formalisme ovariant, il
est plus raisonnable, omme ela a été fait pour les bosons (voir Set. 6.3), de ne passer à
la limite d'épaisseur nulle qu'une fois la struture du vortex omprise à quatre dimensions.
Pour ela, puisque des fermions sont mis en jeu, il est néessaire de quantier les hamps
fermioniques dans la orde pour avoir une desription partiulaire rigoureuse de leurs
ourants. On verra de plus que les modes zéros, jusqu'ii vue omme les prinipaux états
liés fermioniques à l'origine des ourants, ne sont qu'un as partiulier instable des divers
modes de propagation dans une orde osmique.
6.5 Conlusion
Le modèle de Witten donne, du point de vue lassique, une justiation en terme de
physique des partiules à l'existene de ourants le long des ordes osmiques. Il semble
même diile qu'il n'en soit pas autrement : que e soit par le plus simple des ouplages
entre le hamp de Higgs et un hamp salaire supplémentaire, ou un hamp fermionique,
les partiules qui y sont assoiées peuvent toujours être piégées le long de la orde. Les
ordes sans struture interne semblerait don devoir être produites dans des seteurs où
le hamp de Higgs les formant devrait être isolé, e qui semble peu naturel dans le adre
des théories uniées.
Conernant les bosons, la validité et la pertinene de l'approhe marosopique, au
travers du formalisme ovariant, a pu être démontrée. La orrespondane ayant été ex-
pliitement réalisée, il est de plus possible d'obtenir, par le biais de la osmologie, des
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ontraintes fortes sur l'éhelle d'énergie de la transition formant la orde, et sur elle
assoiée au porteur de harge.
Du fait du prinipe d'exlusion, l'extration des grandeurs physiques marosopiques
dans le as des ordes parourues par des fermions néessite une desription quantique des
hamps spinoriels dans le vortex. Il semble ependant diile de onstruire une théorie
quantique omplète, à quatre dimensions, à partir du lagrangien L = Lh + Lwf . Mais
puisque la notion de ourant, du point de vue marosopique, ne onerne que les dimen-
sions longitudinales de la orde, on peut raisonnablement espérer restreindre la desription
quantique à deux dimensions seulement. Néanmoins, an de onserver l'information sur
la struture transverse, la desription lassique des hamps doit être onservée dans les
dimensions transverses. Une telle approhe est expliitement onstruite dans les hapitres
suivants et nous permettra de aluler l'énergie par unité de longueur et la tension de
es ordes. Les résultats trouvés dièrent essentiellement de eux obtenus dans le as des
salaires, en partiulier l'équation d'état barotropique n'est, en général, plus vériée.
Troisième partie
Courants fermioniques le long des
ordes osmiques
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Dans e hapitre, la quantiation le long de la orde des modes zéros est expliitement
réalisée dans le but d'obtenir l'équation d'état orrespondante. Contrairement au as
des bosons, on montre que l'équation d'état barotropique n'est plus vériée et que la
quantiation introduit naturellement autant de paramètres d'état qu'il y a d'espèes
piégées dans le vortex. On peut toutefois vérier que, indépendamment du nombre de
paramètres, une équation d'état de type trae xée est satisfaite, i.e. d(U + T ) = 0.
Il en résulte que le régime privélégié par les fermions est, ontrairement aux bosons, de
type subsonique, c2
T
< c2
L
, assurant de e fait la stabilité lassique des boules de orde
(voir Set. 4.3.4). Enn, l'existene même des modes zéros est également disutée lorsque
l'on tient ompte des eets de rétroation, 'est-à-dire de l'inuene sur les modes zéros
des hamps de jauge générés par le déplaement des fermions hargés le long de la orde.
Ce hapitre est présenté sous sa forme originale publiée dans la revue Physial Review
D [303℄.
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Equation of state of osmi strings with fermioni
urrent-arriers
Christophe Ringeval
Département d'Astrophysique Relativiste et de Cosmologie,
Observatoire de Paris-Meudon, UMR 8629, CNRS, 92195 Meudon, Frane,
Institut d'Astrophysique de Paris, 98bis boulevard Arago, 75014 Paris, Frane.
The relevant harateristi features, inluding energy per unit length and ten-
sion, of a osmi string arrying massless fermioni urrents in the framework
of the Witten model in the neutral limit are derived through quantization of
the spinor elds along the string. The onstrution of a Fok spae is performed
by means of a separation between longitudinal modes and the so-alled trans-
verse zero energy solutions of the Dira equation in the vortex. As a result,
quantization leads to a set of naturally dened state parameters whih are the
number densities of partiles and anti-partiles trapped in the osmi string. It
is seen that the usual one-parameter formalism for desribing the marosopi
dynamis of urrent-arrying vorties is not suient in the ase of fermioni
arriers.
7.1 Introdution
The mehanism of spontaneous symmetry breaking involved in early universe phase
transitions in some grand unied theories (GUT) might lead to the formation of topolog-
ial defets [211, 210℄. Among them, only osmi strings happen to be ompatible with
observational osmology if they form at the GUT sale. It was shown however by Wit-
ten [362℄ that, depending on the expliit realization of the symmetry breaking sheme as
well as on the various partile ouplings, a urrent ould build along the strings, thereby
eetively turning them into superonduting wires. Suh wires were originally onsidered
in the ase the urrent ouples to the eletromagneti eld so they may be responsible for
a variety of new eets, inluding an explosive senario for large sale struture formation
for whih an enormous energy release was realized in the form of an expanding shell of
non propagating photons in the surrounding plasma [271℄.
The osmology of strings has been the subjet of intense work in the past twenty years
or so [276, 47, 15℄, mainly based on ordinary strings, global or loal, aiming at deriving the
large sale struture properties stemming from their distribution as well as their imprint
in the mirowave bakground [21, 95, 365℄. It was even shown [48℄ that the most reent
data [263℄ might support a non-negligible ontribution of suh defets. As suh a result
requires ordinary strings, it turns out to be of uttermost importane to understand the
inuene of urrents in the osmologial ontext.
Indeed, it an be argued that urrents might drastially modify the osmologial evo-
lution of a string network : The most learly dened onsequene of the existene of a
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urrent owing along a vortex is the breaking of the boost invariane, sine the urrent
itself denes a privileged frame. In other words, the energy per unit length U and the ten-
sion T beome two dierent numbers, ontrary to the ordinary (Goto-Nambu [161, 261℄)
ase. As a result, string loops beome endowed with the apability of rotation (the lat-
ter being meaningless for U = T ), and the indued entrifugal fore permits equilibrium
ongurations, alled vortons [105℄. They would very rapidly reah a regime where they
would sale as ordinary non relativisti matter, until they ome to ompletely dominate
the Universe [54℄.
In the original Witten model [362℄, urrents ould form by means of two dierent
mehanisms. Salar elds, diretly oupled with the string forming Higgs eld, ould feel
a loalized potential into whih they ould aumulate in the form of bound states, while
fermions ould be trapped along the string, propagating at the speed of light, as zero
energy solutions of the two dimensional Dira equation around the vortex. Other models
were proposed where fermions ould also propagate in the string ore at lower veloities
in the form of massive modes [107, 176, 177℄, or (possibly harged) vetor elds ould
also ondense [132, 16℄. All these models have essentially made lear that the existene of
urrents in string is muh more than a mere possibility but rather an almost unavoidable
fat in realisti partile physis theories.
For salar as well as vetor arriers, the task of understanding the mirophysis is
made simple thanks to their bosoni nature : all the trapped partiles go into the same
lowest aessible energy state and the eld an be treated lassially [23, 282℄. Even the
surrounding eletromagneti [281℄ and gravitational [147, 280, 279℄ elds generated by the
urrent an be treated this way and the bak reation an be inluded easily [278℄.
Meanwhile, a general formalism was set up by Carter [80, 71, 70, 63℄ to desribe
urrent-arrying string dynamis. The formalism is based on a single so-alled state pa-
rameter, w say, of whih the energy per unit length, the tension and the urrent itself
are funtions. Suh a formalism relied heavily on the fat that for a bosoni arrier, the
relevant quantity whose variation along the string leads to a urrent is its phase, and
the state parameter is essentially identiable to this phase gradient. Various equations of
state relating the tension to the energy per unit length were then derived [76℄, based on
numerial results and the existene of a phase frequeny threshold [282℄. It even inludes
the speial ase of a hiral urrent [82℄, although the latter originates in priniple only for
a purely fermioni urrent. Therefore, it was until now impliitly assumed that suh a for-
malism would be suient to desribe whatever urrent-arrying string onguration. It
will be shown in this paper that this is in fat not true and an extended version, inluding
more than one parameter, is needed [283℄.
The state parameter formalism, apart from being irrelevant for fermioni urrent-
arrying strings, an only provide a purely lassial desription of their dynamis. This is
unfortunate sine the most relevant predition of superonduting osmi string models
in osmology is the existene of the vorton states disussed above. These equilibrium
ongurations of rotating loops are not neessarily stable, and in fat, this is perhaps the
most important question to be answered on this topi. Indeed, any theory leading to the
the existene of absolutely stable vortons predits a osmologial atastrophe [54℄ and
must be ruled out. One may therefore end up with a very stringent onstraint on partile
physis extension of the standard model of eletroweak and strong interations. To deide
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learly on this point requires to investigate both the lassial and the quantum stability
of vortons.
Classial stability has already been established in the ase of bosoni arriers [245℄ for
whatever equation of state [64℄ on the basis of the one parameter formalism. Yet it will
also have to be addressed in the more general ontext that will be disussed below. In the
meantime it was believed that a quantum treatment was neessary in order to deide on
the quantum stability : as one wants to ompare the harateristi lifetime of a vorton
with the age of the Universe, quantum eets an turn out to be relevant ; hene the
following work in whih the simplest of all fermioni Witten models is detailed [362℄ that
an give rise to both spaelike as well as timelike harge urrents, generalizing the usual
point of view [108℄.
Let us sketh the lines along whih this work is made.
A two-dimensional quantization of the spinor elds involved along a string is per-
formed. Owing to anti-partile exitation states, one an derive the onditions under whih
the urrent is of arbitrary kind. Moreover, an equation of state giving the energy per unit
length and the tension is obtained that involves four dierent state parameters whih are
found to be the number densities of fermions, although three of them only happen to be
independent.
In Se. 7.2, the model is presented and motivated, and the equations of motion are
derived. Then in setion 7.3, we obtain plane wave solutions along the string by separating
transverse and longitudinal dependenies of spinor elds in the vortex. The zero mode
transverse solutions are then onstraints to be normalizable in order to represent well
dened wave funtions. The quantization restrited to massless longitudinal modes is
performed in Set. 7.4. As a result, the lassial onserved urrents obtained from Noether
theorem, like energy-momentum tensor and fermioni urrents, are expressed in their
quantum form. All these quantum operators end up being funtions of the fermioni
oupation numbers only. In the last setion (Se. 7.5), the lassial expressions for the
energy per unit length and the tension are derived and disussed from omputation of
quantum observable values of the stress tensor operator in the lassial limit. Contrary to
the bosoni urrent-arrier ase where there is only one state parameter [282℄, the lassial
limit of the model involves four state parameters in order to fully determine the energy
per unit length and the tension. The osmologial onsequenes of this new analysis are
briey disussed in the onluding setion.
7.2 Equations of motion
We are going to be interested in the purely dynamial eets a fermioni urrent owing
along a osmi string may have. The model we will be dealing with here is a simplied
version of that proposed by Witten [362℄ whih involves two kinds of fermions, in the
neutral limit. This limit, for whih the oupling between fermions and eletromagneti-
like external elds is made to vanish, permits an easy reognition of the dynamial eets
of the existene of an internal struture as in Ref. [282℄.
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7.2.1 Partile ontent
The model we shall onsider involves a omplex salar Higgs eld, Φ say, with onserved
harge qcΦ under a loal U(1) symmetry, together with the assoiated gauge vetor eld
Bµ. In this simple Abelian Higgs model [174℄, vorties an form after spontaneous breaking
of the U(1) symmetry. The minimal anomaly free model [362℄ with spinor elds requires
two Dira fermions denoted Ψ and X , with opposite eletromagneti-like harges, getting
their masses from hiral oupling with the Higgs eld and its omplex onjugate. They
also have onserved gauge harges from invariane under the broken U(1) symmetry, qcψR,
qcψL , qcχR, and qcχL , for the right- and left-handed parts of the two fermions respetively.
The Lagrangian of the model therefore reads
L = Lh + Lg + Lψ + Lχ (7.1)
with Lh, Lg and Lψ, Lχ, respetively the Lagrangian in the Higgs, gauge, and fermioni
setors. In terms of the underlying elds, they are
Lh = 1
2
(DµΦ)
†(DµΦ)− V (Φ), (7.2)
Lg = −1
4
HµνH
µν , (7.3)
Lψ = i
2
[
ΨγµDµΨ− (DµΨ)γµΨ
]− gΨ1 + γ5
2
ΨΦ− gΨ1− γ5
2
ΨΦ∗, (7.4)
Lχ = i
2
[XγµDµX − (DµX )γµX ]− gX 1 + γ5
2
XΦ∗ − gX 1− γ5
2
XΦ, (7.5)
where we have used the notation
DµΦ = (∇µ + iqcφBµ)Φ, (7.6)
DµΨ = (∇µ + iq cψR + cψL
2
Bµ + iq
cψR − cψL
2
γ5Bµ)Ψ, (7.7)
DµX = (∇µ + iq cχR + cχL
2
Bµ + iq
cχR − cχL
2
γ5Bµ)X , (7.8)
Hµν = ∇µBν −∇νBµ, (7.9)
V (Φ) =
λ
8
(|Φ|2 − η2)2. (7.10)
The equivalene with the Witten model [362℄ appears through a separation into left- and
right-handed spinors. Let us dene ΨR and ΨL, respetively the right- and left-handed
parts of the Dira spinor eld Ψ (and the same for X ), eigenvetors of γ5,
ΨR =
1 + γ5
2
Ψ, and ΨL =
1− γ5
2
Ψ. (7.11)
The Lagrangian for the spinor eld Ψ now reads
Lψ = i
2
[
ΨRγ
µDµΨR − (DµΨR)γµΨR
]
+
i
2
[
ΨLγ
µDµΨL − (DµΨL)γµΨL
]
−gΨLΨRΦ− gΨRΨLΦ∗, (7.12)
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with the assoiated ovariant derivatives
DµΨR(L) = (∇µ + iqcψR(L)Bµ)ΨR(L). (7.13)
It is lear with the Lagrangian expressed in this way that the invariane of the ation
under U(1) transformations requires
cψL − cψR = cφ = cχR − cχL . (7.14)
7.2.2 Equations of motion
As we wish to deal with a osmi string, the Higgs and gauge elds an be set as a
vortex-like NielsenOlesen solution and they an be written in ylindrial oordinates as
follows [265℄ :
Φ = ϕ(r)eiα(θ), Bµ = B(r)δµθ. (7.15)
In order for the Higgs eld to be well dened by rotation around the string, its phase has
to be proportional to the orthoradial oordinate, α(θ) = nθ, where the integer n is the
winding number. The new elds ϕ and α are now real salar elds and are solutions of
the equations of motion
∇µ∇µϕ = ϕQµQµ − dV (ϕ)
dϕ
−Ψ∂mψ
∂ϕ
Ψ−X ∂mχ
∂ϕ
X , (7.16)
∇µ
(
ϕ2Qµ
)
= −Ψ∂mψ
∂α
Ψ− X ∂mχ
∂α
X , (7.17)
where
Qµ = ∇µα + qcφBµ, (7.18)
mψ = gϕ cosα+ igϕγ5 sinα, (7.19)
mχ = gϕ cosα− igϕγ5 sinα. (7.20)
In the same way, the equations of motion for the gauge and spinor elds are
∇µHµν = jνψ + jνχ − qcφϕ2Qν , (7.21)
iγµ∇µΨ =
∂jµψ
∂Ψ
Bµ +mψΨ, (7.22)
i
(∇µΨ) γµ = −∂jµψ
∂Ψ
Bµ −Ψmψ, (7.23)
iγµ∇µX =
∂jµχ
∂X Bµ +mχX , (7.24)
i
(∇µX ) γµ = −∂jµχ
∂X Bµ −Xmχ. (7.25)
The fermioni urrents jµψ(χ) have axial and vetorial omponents due to the dierent
oupling between left- and right-handed spinors to the gauge eld. The two kinds of
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urrent are required to respet gauge invariane of the Lagrangian. In terms of spinor
elds, they read
jµψ(χ) = j
µ
ψV(χV)
+ jµψA(χA), (7.26)
with
jµψV = q
cψR + cψL
2
ΨγµΨ, jµχV = q
cχR + cχL
2
XγµX ,
jµψA = q
cψR − cψL
2
Ψγµγ5Ψ, j
µ
χA
= q
cχR − cχL
2
Xγµγ5X .
(7.27)
7.3 Transverse solutions as zero modes
7.3.1 Plane wave solutions
The study of the fermioni elds trapped along the string an be performed by sep-
arating the longitudinal and transverse solutions of the equations of motion. The plane
wave solutions are therefore expressed in the generi form
Ψ
(±)
p = e±i(ωt−kz)

ξ1(r)e
−im1θ
ξ2(r)e
−im2θ
ξ3(r)e
−im3θ
ξ4(r)e
−im4θ
 , X (±)p = e±i(ωt−kz)

ζ1(r)e
−il1θ
ζ2(r)e
−il2θ
ζ3(r)e
−il3θ
ζ4(r)e
−il4θ
 . (7.28)
Inside the vortex, the numbers mi and li have to be integers in order to produe well
dened spinors by rotation around the string. In the following, the Dira spinors will be
expressed in the hiral representation, and the metri is assumed to have the signature
(+,−,−,−). Plugging the expression (7.28) into the equations of motion (7.22) and (7.24)
yields the dierential system
[
dξ1
dr
+
1
r
(−qcψRB +m1) ξ1
]
e−i(m1−1)θ − igϕe−i(m4+n)θξ4 = ∓i(k + ω)ξ2e−im2θ,[
dξ2
dr
+
1
r
(qcψRB −m2) ξ2
]
e−i(m2+1)θ − igϕe−i(m3+n)θξ3 = ±i(k − ω)ξ1e−im1θ,[
dξ3
dr
+
1
r
(−qcψLB +m3) ξ3
]
e−i(m3−1)θ + igϕe−i(m2−n)θξ2 = ∓i(k − ω)ξ4e−im4θ,[
dξ4
dr
+
1
r
(qcψLB −m4) ξ4
]
e−i(m4+1)θ + igϕe−i(m1−n)θξ1 = ±i(k + ω)ξ3e−im3θ.
(7.29)
Similar equations are obtained for the eld X with the following transformations, ξ → ζ ,
cψR(L) → cχR(L), and n → −n, beause of its oupling to the anti-vortex instead of the
vortex. Note that if, instead of the vetorial phases ansatz (7.28), we had hosen a matriial
phases ansatz in the form
Ψ(±)p = e
±i(ωt−kz)

ξ11(r)e
−im11θ + . . .+ ξ14(r)e−im14θ
ξ21(r)e
−im21θ + . . .+ ξ24(r)e−im24θ
ξ31(r)e
−im31θ + . . .+ ξ34(r)e−im34θ
ξ41(r)e
−im41θ + . . .+ ξ44(r)e−im44θ
 , (7.30)
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we would have found, from the requirement of having at most four independent phases
in the equations of motion, that the matrix mij has to verify for all i, mij = mik, for
all (j, k). Consequently, the vetorial ansatz (7.28) is the most general for solutions with
separated variables.
7.3.2 Transverse solutions
From the dierential system (7.29), it is obvious that the four phases mi annot be
independent parameters if the spinors elds are not identially zero. It is also impossible
to nd three independent phase parameters sine eah equation involves preisely three
dierent angular dependenies. The only allowed angular separation requires two degrees
of freedom in θ, and the only relevant relation for trapped modes in the string reads from
Eq. (7.29),
m1 − 1 = m4 + n, (7.31)
and,
m2 + 1 = m3 + n. (7.32)
Zero modes
Introduing the two integer parameters p = m1 and q = m3, and using Eq. (7.31), for
p 6= q + n, the system (7.29) redues to the set
dξ2
dr
+
1
r
(qcψRB − (q + n− 1)) ξ2 − igϕξ3 = 0,
dξ3
dr
+
1
r
(−qcψLB + q) ξ3 + igϕξ2 = 0,
(k + ω)ξ2 = 0,
(k + ω)ξ3 = 0,
(7.33)

dξ1
dr
+
1
r
(−qcψRB + p) ξ1 − igϕξ4 = 0,
dξ4
dr
+
1
r
(qcψLB − (p− n− 1)) ξ4 + igϕξ1 = 0,
(k − ω)ξ1 = 0,
(k − ω)ξ4 = 0.
(7.34)
There are two kinds of solutions whih propagate along the two diretions of the string
at the speed of light and whih were originally found by Witten [362℄ : Either k = ω and
ξ2 = ξ3 = 0, or k = −ω and ξ1 = ξ4 = 0. These zero modes must also be normalizable in
the transverse plane of the string in order to be aeptable as wave funtions.
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Index theorem
In the two ases k = ω and k = −ω, we will all the orresponding zero modes,
Xψ(r, θ) and Yψ(r, θ), the solutions of the systems (7.33) and (7.34), respetively, i.e.,
Xψ =

0
ξ2(r)e
−i(q+n−1)θ
ξ3(r)e
−iqθ
0
 , Yψ =

ξ1(r)e
−ipθ
0
0
ξ4(r)e
−i(p−n−1)θ
 . (7.35)
These have to be normalizable in the sense that
∫ |Xψ|2r dr dθ and ∫ |Yψ|2r dr dθ must
be nite. Thanks to the regularity of the vortex bakground, the divergenes in these
integrals an only arise lose to the string ore or asymptotially far away from it. As a
result, it is suient to study asymptoti behaviors of the solutions to deide on their
normalizability [195℄.
Let us fous on the zero mode Xψ solution of Eq. (7.33), keeping in mind that Yψ an
be dealt with in the same way. The asymptoti behaviors at innity are easily found as
solutions of the limit at innity of the dierential system (7.33). Note that the identia-
tion between the equivalent solutions and the solutions of the equivalent system is only
allowed by the absene of singular point for the system at innity, and it will not be so
near the string sine r = 0 is a singular point, so that the Cauhy theorem does no longer
apply. From Eq. (7.33), the eigensolutions of the equivalent system at innity are in the
form exp (±gηr), and thus, there is only one normalizable solution at innity.
Near the string, i.e., where r → 0, the system is no longer well dened, the origin being
a singular point. Approximate solutions an however be found by looking at the leading
term of a power-law expansion of both system and funtions, as originally suggested by
Jakiw and Rossi [195℄. Beause the Cauhy theorem does no longer apply, many singular
solutions might be found at the origin, and among them, the two generi ones whih
math with the two exponentials at innity. Near the origin, the Higgs and gauge elds
are known to behave like [265℄
ϕ(r) ∼ ϕ0r|n|, B(r) ∝ r2, (7.36)
so that the leading ontribution near the string of the zero modes an be found as
ξ2(r) ∼ a2rα2 , (7.37)
ξ3(r) ∼ a3rα3 , (7.38)
with ai and αi real parameters to be determined. The values of the exponents αi are there-
fore given by the leading order terms in system (7.33), and one obtains three solutions,
the rst one of whih being singular,(
ξ2
ξ3
)
s
=
(
a2r
q+n−1
a3r
−q
)
, provided −|n| + n
2
< q < 1 +
|n| − n
2
.
(7.39)
The two other solutions are the generi ones whih have to math with the solutions at
innity(
ξ2
ξ3
)
g1
=
(
a2(a3)r
−q+|n|+1
a3r
−q
)
,
(
ξ2
ξ3
)
g2
=
(
a2(a3)r
q+n−1
a3r
q+|n|+n
)
,
(7.40)
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where the relationships between the parameters ai have not been written, sine they are
learly obtained from Eq. (7.33). Normalizability near the origin requires that the integrals∫ |ξ2|2 r dr and ∫ |ξ3|2 r dr onverge, and this yields
−n < q < 1. (7.41)
Analogous onsiderations for the system (7.34) show the onvergene riterion in this ase
to be
n < p < 1. (7.42)
The number of sets of parameters p and q satisfying the previous inequalities is pre-
isely the number of well dened zero modes, respetively Yψ and Xψ, whih are also
normalizable. In order to math with the single well behaved solution at innity, the two
independent solutions near the string have to be integrable. Therefore, for a vortex solu-
tion with a positive winding number n, there are only n normalizable zero modes, whih
are the Xψ ones. Similarly in the ase of an anti-vortex with negative winding number
−|n|, one nds also |n| zero modes Yψ. This is the index theorem found by Jakiw and
Rossi [195℄. Reall that the model involves two kinds of fermions, and all the previous
onsiderations apply as well for the eld X with the simple transformation n → −n.
Therefore, the normalizable zero modes are swapped ompared to those of the eld Ψ.
Finally, for a vortex with positive winding number n, there are always n massless plane
wave solutions for both spinor elds, whih read
Ψ(±)p = e
±ik(t+z)

0
ξ2(r)e
−i(q+n−1)θ
ξ3(r)e
−iqθ
0
 = e±ik(t+z)Xψ(r, θ), (7.43)
X (±)p = e±ik(t−z)

ζ1(r)e
−ipθ
0
0
ζ4(r)e
−i(p+n−1)θ
 = e±ik(t−z)Yχ(r, θ), (7.44)
with now q = m3 and p = l1 whih satisfy
−n < q < 1, and −n < p < 1.
(7.45)
Note that they are eigenvetors of the γ0γ3 operator, and they basially verify
Xψγ
0Xψ = |Xψ|2 , Xψγ5γ0Xψ = −|ξ2|2 + |ξ3|2 , Xψγ3Xψ = −|Xψ|2,
Xψγ
1(2)Xψ = 0 , Xψγ5γ
3Xψ = |ξ2|2 − |ξ3|2 , Xψγ5γ1(2)Xψ = 0,
Yψγ
0Yψ = |Yψ|2 , Yψγ5γ0Yψ = −|ξ1|2 + |ξ4|2 , Yψγ3Yψ = |Yψ|2,
Yψγ
1(2)Yψ = 0 , Yψγ5γ
3Yψ = −|ξ1|2 + |ξ4|2 , Yψγ5γ1(2)Yψ = 0.
(7.46)
The X zero modes Xχ and Yχ verify the same relationships with ξi replaed by ζi.
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Massive modes
The ase m1 = m3 + n allows four-dimensional solutions of the system (7.29). In
partiular, these solutions do no longer require ω = ±k and therefore represent massive
modes. As before, the interesting behaviors of these modes are found by studying the
solutions of the equivalent system asymptotially and by looking for the leading term of
a power-law expansion of both system and solution near the string ore.
At innity, the system is well dened and there are two twie degenerate eigensolutions
exp (±Ωr) out of whih two are normalizable, with
Ω =
√
g2η2 − (ω2 − k2). (7.47)
Near the origin, at r = 0, the system is singular, and beause of its four dimensions there
are muh more singular solutions than the previous two dimensional ase, and among
them the four generi ones whih math with the four ones at innity. The leading term
in asymptoti expansion an be written in a standard way
ξi(r) ∼ airαi . (7.48)
Plugging these expressions in the system (7.29) with Eq. (7.36), and keeping only leading
terms at r = 0 gives, after some algebra, the four generi solutions
ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

g1
=

a1r
−m
a2(a1)r
−m+1
a3(a1)r
−m+|n|+2
a4(a1)r
−m+|n|+1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

g2
=

a1r
m+|n|−n
a2(a1)r
m+|n|−n+1
a3(a1)r
m−n
a4(a1)r
m−n−1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

g3
=

a1r
m
a2(a1)r
m−1
a3(a1)r
m+|n|
a4(a1)r
m+|n|+1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

g4
=

a1r
−m+|n|+n+2
a2(a1)r
−m+|n|+n+1
a3(a1)r
−m+n
a4(a1)r
−m+n+1
 ,
(7.49)
withm = m1, and where the relationships between the oeients ai have not been written
as they are essentially given by a linear system in ai given by Eq. (7.29). The solutions
(7.49) will be normalizable near the string if, for all i,
∫ |ξi|2 r dr is nite. Moreover there
will be, at least, always one massive bound state if there are at least three normalizable
eigensolutions to math with the well-dened ones at innity. This is only allowed if the
parameter m veries simultaneously three of the following onditions :
sup (0, n) < m < inf (1, 1 + n). (7.50)
Beause m is neessary an integer, this ondition annot be ahieved. This riterion,
originally derived and used by Jakiw and Rossi in order to enumerate the number of zero
modes in a vortex-fermion system [195℄, is only suient and thus, normalizable massive
bound states may exist, but are model dependent sine it is neessary that a partiular
ombination of the two normalizable eigenmodes near the string ore math exatly with
a partiular ombination of the two well-dened ones at innity.
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Suh massive bound states depend therefore of the partiular values of the model
parameters. Reently, it was shown numerially [108℄ that the Abelian Higgs model with
one Weyl fermion admits always at least two massive bound states, as a result, the present
toy model also may have suh states. However, in order to simplify the quantization, we
will only onsider the generi zero modes, and onsequently, the following results will be
relevant for osmi string only when the oupany of the massive bound states an be
negleted ompared to the oupany of the zero mode states. Suh physial situations are
likely to our far below the energy sale where the string was formed, sine the massive
states are generally expeted to deay muh more rapidly than the massless ones [108℄.
The generi massless normalizable transverse solutions of the fermioni equations of
motion in the string with winding number n are the n zero modes. For the spinor eld
Ψ oupled with the vortex, we nd that the partiles and the anti-partiles an only
propagate at the speed of light in one diretion, −z say diretion along the string,
whereas the spinor eld X propagates in the opposite, +z diretion. The existene of
suh plane waves allows us to quantize the spinor elds along the string. The zero modes
themselves will therefore be transverse wave funtions giving the probability density for
nding a trapped mode at a hosen distane from the string ore.
7.4 Fok spae along the string
The spinor elds an be expanded on the basis of the plane wave solutions omputed
above. A anonial quantization an then be performed along the z-axis whih provides
analytial expressions for these elds in two dimensions one the transverse degrees of
freedom have been integrated over. It is therefore possible to ompute the urrent opera-
tors as well as their observable values given by their averages in a partiular Fok state. In
the following we shall take a vortex with a unit winding number n = 1 and the subsript
of the zero modes Xψ and Yχ will be forgotten sine there is not possible onfusion.
7.4.1 Canonial quantization
We shall rst be looking for a physial expansion of the spinor elds in plane waves,
in the sense that reation and annihilation operators are well dened. The Hamiltonian
is then alulable as a funtion of these and will be required to be positive to yield a
reasonable theory.
Quantum elds
As shown above, the spinor elds Ψ and X propagate in only one diretion, therefore
in expressions (7.43) and (7.44) the momentum k an be hosen positive denite. Let us,
one again, fous on the spinor eld Ψ. The natural way to expand it in plane waves of
positive and negative energies is
Ψ =
∫ ∞
0
dk
2π2k
[
b†(−k)eik(t+z) + b(−k)e−ik(t+z)]X. (7.51)
132 Chapitre 7. Modes de masse nulle (artile)
The Fourier transform of Ψ on positive and negative energies has been written with similar
notation b† and b unlike in the free spinor ase. Indeed, note that, in the string, the zero
modes are the same for both positive and negative energy waves, so that the only way
to distinguish partiles from anti-partiles is in the sign of the energy. The integration
measure dk/(2π2k) is the usual Lorentz invariant measure in two dimensions. Note that
k is hosen always positive in order to represent physial energy and momentum atually
arried by the eld along the string ; hene the negative sign in b†(−k) and b(−k), whih
is a reminder that the spinor eld Ψ propagates in the −z diretion. In the same way,
the eld X is expanded as
X =
∫ ∞
0
dk
2π2k
[
d†(k)eik(t−z) + d(k)e−ik(t−z)
]
Y . (7.52)
The Fourier transform will be written with the normalization onvention∫
dz ei(k−k
′)z = 2πδ(k − k′). (7.53)
Creation and annihilation operators
The Fourier oeients an be expressed as funtions of the spinor eld Ψ or Ψ†. With
equation (7.51) and (7.53), let us ompute the following integral∫
r dr dθ dz eik(t+z)X†Ψ =
∫
dk′
2k′
[
b†(−k′)δ(k + k′) + b(−k′)δ(k − k′)] ‖X‖2
=
‖X‖2
2k
b(−k), (7.54)
where we have dened
‖X‖2 ≡
∫
r dr dθ |X|2. (7.55)
Note that the separation between b and b† only arises from the hirality of the spinor eld
beause the integration is performed only over positive values of the momentum k ; this
is why the δ(k + k′) term vanishes. In the following we will assume that the zero modes
are normalized to unity, ‖X‖2 = 1, and ‖Y ‖2 = 1. Playing with similar integrals gives us
the other expansion oeients
b(−k) = 2k
∫
r dr dθ dz eik(t+z)X†Ψ, b†(−k) = 2k
∫
r dr dθ dz e−ik(t+z)Ψ†X,
b†(−k) = 2k
∫
r dr dθ dz e−ik(t+z)X†Ψ, b(−k) = 2k
∫
r dr dθ dz eik(t+z)Ψ†X,
(7.56)
and the orresponding relations for the spinor eld X
d†(k) = 2k
∫
r dr dθ dz e−ik(t−z)Y †X , d(k) = 2k
∫
r dr dθ dz eik(t−z)X †Y ,
d(k) = 2k
∫
r dr dθ dz eik(t−z)Y †X , d†(k) = 2k
∫
r dr dθ dz e−ik(t−z)X †Y .
(7.57)
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From these, one gets the neessary relations to dene reation and annihilation operators
b†(−k) = [b(−k)]† , b†(−k) = [b(−k)]† ,
d†(k) = [d(k)]† , d†(k) = [d(k)]† .
(7.58)
Commutation relations
The anonial quantization is performed by the transformation of Poisson brakets
into antiommutators. Here, we want to quantize the spinor elds only along the string,
and therefore let us postulate the antiommutation rules at equal times for the quantum
elds {
Ψα(t, ~x),Ψ
†β(t, ~x′)
}
= δ(z − z′)Xα(r, θ)X†β(r′, θ′), (7.59){Xα(t, ~x),X †β(t, ~x′)} = δ(z − z′)Yα(r, θ)Y †β(r′, θ′), (7.60)
with α and β the spinorial indies, and all the other antiommutators vanishing. With
Eq. (7.56) and these antiommutation rules, it follows immediately, for reation and an-
nihilation operators, that{
b(−k), b†(−k′)} = {b(−k), b†(−k′)} = 2π2k2k′δ(k − k′),{
d(k), d†(k′)
}
=
{
d(k), d†(k′)
}
= 2π2k2k′δ(k − k′),
(7.61)
with all other antiommutators vanishing. From the expressions (7.51) and (7.52) and with
the antiommutation rules (7.61), it is possible to derive the antiommutator between two
quantum eld operators at any time. For instane, the antiommutator between Ψ and
Ψ† reads{
Ψα(x),Ψ
†β(x′)
}
=
∫
dk dk′
(2π)22k2k′
{
b†(−k)eik(t+z) + b(−k)e−ik(t+z), b(−k′)e−ik′(t′+z′) +
+ b†(−k′)eik′(t′+z′)
}
Xα(r, θ)X
†β(r′, θ′). (7.62)
Thanks to the delta funtion oming from the antiommutators between the b and b†, this
expression redues to{
Ψα(x),Ψ
†β(x′)
}
= i∂t∆(t− t′ + z − z′)Xα(r, θ)X†β(r′, θ′), (7.63)
with ∆(x) the well known Pauli-Jordan funtion whih vanishes for spaelike separation,
so the spinor elds indeed respet miro-ausality along the string.
Fok states
The Fok spae an be built by appliation of the reation operators on the vauum
state |∅〉 whih by denition has to satisfy
b(−k)|∅〉 = b(−k)|∅〉 = d(k)|∅〉 = d(k)|∅〉 = 0, (7.64)
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and is normalized to unity, i.e., 〈∅|∅〉 = 1. Eah Fok state represents one possible om-
bination of the elds exitation levels. Let |P〉 be a Fok state representing Nψ partiles
labeled by i and Nψ anti-partiles labeled by j, of kind Ψ, with respetive momenta ki
and lj, and, Nχ partiles labeled by p and Nχ anti-partiles labeled by q, of kind X , with
respetive momenta rp and sq. By onstrution the state is
|P〉 = b†(−k1) . . . b†(−ki) . . . b†(−kNψ)b†(−l1) . . . b†(−lj) . . . b†(−lNψ)d†(r1) . . .
. . . d†(rp) . . . d†(rNχ)d
†(s1) . . . d
†(sq) . . . d
†(sNχ)|∅〉. (7.65)
Normalizing suh a state is done thanks to the antiommutators (7.61). For instane, for
a one partile Ψ state with k momentum, using Eq. (7.64), the orthonormalization of the
orresponding states reads
〈k′|k〉 = 2π2k2k′δ(k − k′). (7.66)
Obviously similar relations apply to all the other partile and anti-partile states. Keeping
in mind that the observable values of quantum operators are their eigenvalues in a given
quantum state, let us ompute the expetation value of the oupation number operator
involved in many quantum operators, as will be shown. For Ψ partiles it is
〈P|b†(−k)b(−k′)|P〉
〈P|P〉 =
2π
δ(0)
2k2k′
∑
i
δ(k − ki)δ(k′ − ki) (7.67)
and analogous relations for the other partile and anti-partile states. By denition of the
Fourier transform (7.53), the innite fator δ(0) is simply an artifat related to the length
of the string L by
L = 2πδ(0), (7.68)
in the limit where this string length L→∞. Note that using periodi boundary onditions
on L allows to onsider large loops with negligible radius of urvature.
7.4.2 Fermioni energy momentum tensor
The simplest way to derive an energy momentum tensor already symmetrized is basi-
ally from the variation of the ation with respet to the metri. Moreover, the Hamilto-
nian density of the fermion Ψ,
Hψ = ∂tΠψΨ+ ∂tΨΠψ − Lψ, (7.69)
with Π the onjugate eld Π = iΨγ0, is also equal to the T ttψ omponent of the stress
tensor. In our ase the metri is ylindrial and we assume a at Minkowski spae-time
bakground, thus in the fermioni setor the stress tensor reads
T µνψ = 2
δLψ
δgµν
− gµνLψ and T µνχ = 2
δLχ
δgµν
− gµνLχ. (7.70)
One again, let us fous on Ψ. Plugging Eq. (7.4) into Eq. (7.70) gives
T µνψ =
i
2
Ψγ(µ∂ν)Ψ− i
2
(
∂(µΨ
)
γν)Ψ− B(µjν)
ψ
. (7.71)
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Symmetrized Hamiltonian
From Noether theorem, the Hamiltonian P t is also given by the onserved harge
assoiated with the time omponent of the energy momentum tensor
T ttψ = iΨγ
0∂tΨ− i
(
∂tΨ
)
γ0Ψ. (7.72)
Thanks to the expression of the quantum elds in equations (7.51) and (7.52), and using
the properties of the zero modes from Eq. (7.46), the quantum operator assoiated to T ttψ
reads
T ttψ =
1
2
∫
dk dk′
(2π)22k
{[−b(−k)b†(−k′) + b†(−k′)b(−k)] ei(k′−k)(t+z)
+
[
b†(−k)b(−k′)− b(−k′)b†(−k)] e−i(k′−k)(t+z)
+ [b(−k)b(−k′)− b(−k′)b(−k)] e−i(k′+k)(t+z)
+
[−b†(−k)b†(−k′) + b†(−k′)b†(−k)] ei(k′+k)(t+z)} |X|2. (7.73)
The Hamiltonian is given by spatial integration of the Hamiltonian density, or similarly
from Eq. (7.73),
P tψ =
∫
dk
2π2k
[−b(−k)b†(−k) + b†(−k)b(−k)]. (7.74)
Note, one again, that all the terms in the form b†b† or bb vanish as a onsequene of the
hiral nature of the spinor elds whih only allows k > 0. The expetation value of this
Hamiltonian in the vauum is not at all positive, but a simple renormalization shift is
suient to produe a reasonable Hamiltonian provided one uses fermioni reation and
annihilation operators with the orresponding denition for the normal ordered produt
(antisymmetri form). The normal ordered Hamiltonian is therefore well behaved and
reads
: P tψ : =
∫
dk
2π2k
[
b†(−k)b(−k) + b†(−k)b(−k)]. (7.75)
However, note that suh a normal ordering presription overlooks the dierenes between
the vauum energy of empty spae, and that in the presene of the string, for the massless
fermions. Formally, from Eq. (7.73), the normal ordered Hamiltonian is also obtained by
adding the operator
∫
d~xVψ to the innite Hamiltonian in Eq. (7.74), with
Vψ =: T
tt
ψ : −T ttψ =
1
2
∫
dk dk′
(2π)22k
[{
b(−k), b†(−k′)} ei(k′−k)(t+z)
+
{
b(−k′), b†(−k)} e−i(k′−k)(t+z)] |X|2. (7.76)
Owing to the antiommutation rules in Eq. (7.59), this expression redues to
Vψ =
∫
dk
π
k |X|2. (7.77)
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This innite renormalizing term of the vauum assoiated with the zero modes on the
string omes from the ontribution of the innite renormalization of the usual empty
spae together with a nite term representing the dierene between the two kinds of
vaua. The previous expression (7.77) emphasizes the struture of the divergene, and it
an be onjetured that the nite part is simply obtained by a ut-o Λ in momentum
values. The nite vauum ontribution to the stress tensor an therefore be represented
from Eq. (7.77), up to the sign, by the energy density
Λ2
2π
|X|2 = 2π
L2v
|X|2, with Lv = 2π
Λ
. (7.78)
The preise determination of the value of Lv is outside the sope of this simple model. It
is well known however, that the vauum eets generally involve energies smaller than the
rst quantum energy level and onsequently it seems reasonable to onsider that Lv > L.
For a large loop, Lv an be roughly estimated using the disretization of the momentum
values. With kn = 2πn/L, Vψ therefore reads
Vψ =
4π
L2
|X|2
∞∑
n=0
n. (7.79)
Assuming that the vauum assoiated with the fermioni zero modes on the string mathes
the Minkowski one assoiated with massless fermioni modes, in the innite string limit [143,
205℄, Lv an be obtained by substrating the two respetive values of Vψ, one the trans-
verse oordinates have been integrated over. The innite sum over n an be regularized
by a ut-o fator e−εkn, letting ε equal to zero at the end of the alulation [40℄. The
regularized expression of Vψ nally reads
Vψ =
4π
L2
|X2|
∞∑
n=0
ne−ε
2π
L
n, (7.80)
and expanded asymptotially around ε = 0, it yields, one the transverse oordinates have
been integrated, ∫
r dr dθVψ ∼ 1
πε2
− π
3L2
. (7.81)
As a result, the innite renormalizing term relevant with the usual vauum assoiated with
two dimensional hiral waves is just 1/πε2 whereas the relevant vauum assoiated with
the zero modes along the string is exatly renormalized by
∫
r dr dθVψ given in Eq. (7.81),
and therefore involves the nite term π/3L2 with a minus sign. As a result, the string
zero mode vauum appears as an exited state in the Minkowski vauum assoiated with
two dimensional hiral modes, with positive energy density π/3L2. In this ase, the short
distane ut-o therefore reads
L2v = 6L
2. (7.82)
It is therefore neessary to add the 2πL/L2v term to the anonial normal ordered pre-
sription, in Eq. (7.75), in order to obtained an Hamiltonian with zero energy for the
Minkowski vauum assoiated with two dimensional hiral modes.
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It is important to note that, in order to be onsistent, the previous alulations an
only involve the vauum assoiated with the orresponding quantized modes, i.e. in this
ase the zero modes. Therefore this does not take are of the massive modes. In fat, even
for zero oupany of the massive bound states, the physial vauum along the string
must involve a similar dependene in the vauum assoiated with the massive modes. The
inuene of the two dimensional massive vauum on the equation of state will be more
disussed in Se. 7.5.2.
Stress tensor
All the other terms of the energy momentum tensor an be derived from Eq. (7.70).
From the relationships veried by the zero modes urrents in Eq. (7.46), all the trans-
verse kineti terms vanish. Moreover, the only non-vanishing omponents of the axial and
vetorial urrents (7.27) are jtψ and j
z
ψ. Finally, the energy momentum tensor reads
T µνψ =

T ttψ 0 T
tθ
ψ T
tz
ψ
0 0 0 0
T tθψ 0 0 T
zθ
ψ
T tzψ 0 T
zθ
ψ T
zz
ψ
 . (7.83)
Beause the zero modes are eigenvetors of γ0γ3, the operators γ0∂0 and γ3∂3 are formally
idential for eah spinor eld, and therefore the diagonal terms of the stress tensor are
idential
T zzψ = T
tt
ψ . (7.84)
From Eq. (7.70), we nd the transverse terms to be T tθψ = −Bθjtψ, and T zθψ = −Bθjzψ. In
a Cartesian basis, these omponents yield the transverse terms T txψ , T
ty
ψ , T
zx
ψ , and T
zy
ψ ,
whih vanish one the transverse degrees of freedom have been integrated over. The only
non-vanishing non-diagonal part of the stress tensor omes from the lightlike nature of
eah fermion urrent and reads
T tzψ = −2iΨγ0∂tΨ, (7.85)
while the ounterpart of the eld X gets a minus sign beause of its propagation in the
+z diretion,
T tzχ = 2iXγ0∂tX . (7.86)
In the above expressions, the bak reation is negleted, but the fermioni urrent, jµ =
jµψ + j
µ
χ , generates, from Eq. (7.21), new gauge eld omponents, Bt and Bz, whih have
to be small, ompared to the orthoradial omponent, Bθ, in order to avoid signiant
hange in the vortex bakground. However, up to rst order, they provide orretions
to the energy momentum tensor whose eets on energy per unit length and tension
will be detailed, in the lassial limit, in Se. 7.5. The bak reation orretion to the
two-dimensional stress tensor then reads
T αβb.r. =
 −2Btjt + 12(∂rBt)2 + 12(∂rBz)2 Bzjt − Btjz − (∂rBt)(∂rBz)
Bzj
t − Btjz − (∂rBt)(∂rBz) 2Bzjz + 1
2
(∂rBt)
2 +
1
2
(∂rBz)
2
 . (7.87)
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7.4.3 Axial-vetor and vetorial urrents
From the expression of the spinor elds, the urrent operators are immediately found
in the Fok spae. Moreover, it is interesting to ompute the eletromagneti-like fermioni
urrent, its salar analogue being involved in the equation of state for a osmi string with
bosoni urrent arriers [282℄. From an additional global U(1) invariane of the Lagrangian,
the eletromagneti-like urrent takes similar form as the vetorial one oupled to the
string gauge eld. It physially represents the neutral limit of the full eletromagneti
oupling.
Vetorial urrents
Let Jµ be the eletromagneti urrent in the neutral limit. From Noether theorem
with global U(1) invariane, this is
Jµ = Jµψ + J
µ
χ = −ΨγµΨ+ XγµX , (7.88)
The fermions Ψ and X arry opposite eletromagneti-like harges in order to anel
anomalies [362℄. Using Eq. (7.51), their omponents read
: J tψ : = − : Jzψ : = : Jψ : |X|2,
: J tχ : = : J
z
χ : = − : Jχ : |Y |2, (7.89)
with the quantum operators dened as
: Jψ : =
∫
dk dk′
(2π)22k2k′
[
−b†(−k′)b(−k)ei(k′−k)(t+z) + b†(−k)b(−k′)e−i(k′−k)(t+z)+
+ b(−k)b(−k′)e−i(k+k′)(t+z) + b†(−k)b†(−k′)ei(k+k′)(t+z)
]
|X|2, (7.90)
: Jχ : =
∫
dk dk′
(2π)22k2k′
[
−d†(k′)d(k)ei(k′−k)(t−z) + d†(k)d(k′)e−i(k′−k)(t−z)+
+ d(k)d(k′)e−i(k+k
′)(t−z) + d†(−k)d†(k′)ei(k+k′)(t−z)
]
|Y |2. (7.91)
The onserved harges arried by these urrents are basially derived from spatial inte-
gration of the orresponding urrent densities, and are
: Qψ : =
∫
dk
2π(2k)2
[−b†(−k)b(−k) + b†(−k)b(−k)], (7.92)
: Qχ : = −
∫
dk
2π(2k)2
[−d†(k)d(k) + d†(k)d(k)]. (7.93)
As expeted at the quantum level, the anti-partiles arry harges that are opposite to
that of the partiles for both elds. This is again beause the opposite hirality of the elds
makes the bb and b†b† terms vanishing. The vetorial gauge urrents are easily obtained
from the neutral limit ones replaing the eletromagneti harge by the U(1) gauge one,
namely
: jtψV : = : −jzψV : = q
cψR + cψL
2
: Jψ : |X|2,
: jtχV : = : j
z
χV
: = q
cχR + cχL
2
: Jχ : |Y |2.
(7.94)
7.5. Equation of state 139
Axial-vetor urrents
In the same way, the axial urrents are derived from their lassial expressions as
funtion of the quantum elds, from Eq. (7.46),
: jtψA : = − : jzψA : = q
cψR − cψL
2
: Jψ :
(|ξ2|2 − |ξ3|2) ,
: jtχA : = : j
z
χA
: = q
cχR − cχL
2
: Jχ :
(|ξ1|2 − |ξ4|2) . (7.95)
Thanks to the normalizable zero modes in the transverse plane of the string, it is
possible to onstrut a Fok spae along the string. The hirality of eah spinor eld being
well dened, anti-partile states appear at quantum level as another mode propagating
at the speed of light in the same diretion than the partile mode, but arrying opposite
gauge and eletromagneti-like harges. The observable values of the quantum operators
previously dened are given by their expetation value in the orresponding Fok state.
In partiular, the energy per unit length, the tension, and the urrent per unit length,
an now be derived from the previous expressions.
7.5 Equation of state
In the ase of a salar ondensate in a osmi string, it was shown by Peter [282℄ that
the lassial formalism of Carter [80, 71, 70, 63℄ with one single state parameter ould
apply and an equation of state for the bosoni osmi string ould be derived in the form
U − T =
√
|w|C, (7.96)
where U and T are respetively the energy per unit length and the tension of the string,
C is the urrent density along the string and w a state parameter whih appear as the
onjugate parameter of C by a Legendre transformation. An analogous relation an be
sought for our string with fermioni urrent-arriers from the lassial energy per unit
length, tension, and urrent density values.
Consider the fermioni osmi string in the quantum state (7.65). The energy per unit
length and tension in this state are basially given by the eigenvalues assoiated with
timelike and spaelike eigenvetors, respetively, of the expetation value in |P〉 of the
energy momentum tensor, one the transverse oordinates have been integrated over. The
stress tensor is obviously the total energy momentum tensor
T µν = T µνg + T
µν
h + : T
µν
ψ : + : T
µν
χ :, (7.97)
where T µνg and T
µν
h are the gauge and Higgs ontributions whih desribe the Goto-
Nambu string and whih integrated over the transverse plane provides only two opposite
non-vanishing terms∫
r dr dθ
(
T ttg + T
tt
h
)
= −
∫
r dr dθ
(
T zzg + T
zz
h
) ≡M2, (7.98)
thus dening the unit of mass M .
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7.5.1 Expetation values in the Fok state |P〉
Two-dimensional energy momentum tensor
Now, let us dene the energy momentum tensor operator in two dimensions, T
αβ
say,
one the transverse oordinates have been integrated over, and where we have suppressed
the orresponding vanishing terms. Therefore, with α and β equal to t or z, and negleting
for the moment the bak reation, it reads
T
αβ
=
 M2 +
∫
r dr dθ
(
: T ttψ : + : T
tt
χ :
) ∫
r dr dθ
(
: T tzψ : + : T
tz
χ :
)∫
r dr dθ
(
: T tzψ : + : T
tz
χ :
) −M2 + ∫ r dr dθ (: T ttψ : + : T ttχ :)
 .
(7.99)
The expetation value in the Fok state |P〉 of T αβ, is immediately obtained from equations
(7.67) and (7.73)
〈T αβ〉P = 〈P|T
αβ|P〉
〈P|P〉 =
(
M2 + EχP + EψP EχP − EψP
EχP − EψP −M2 + EχP + EψP
)
, (7.100)
with the notations
EχP =
∫
r dr dθ〈: T ttχ :〉P =
2
L
 Nψ∑
i=1
ki +
Nψ∑
j=1
lj

P
, (7.101)
EψP =
∫
r dr dθ〈: T ttψ :〉P =
2
L
 Nχ∑
p=1
rp +
Nχ∑
q=1
sq

P
. (7.102)
The summations are just over the momentum values taken in eah partile and anti-
partile exitation states, so that EχP and EψP depend on the quantum state |P〉. The
2πδ(0) fator has been replaed by the physial length L in order to deal only with nite
quantities. Moreover, from the integral expression of the normal ordering presription in
Eq. (7.78), the quantum zero mode vauum eets appear simply as a shift of the previous
expressions, and the orreted values of the parameters EψP and EχP therefore read
EψPv = EψP +
2π
L2v
, and EχPv = EχP +
2π
L2v
. (7.103)
Note that, from equations (7.101), (7.102) and (7.103), if Lv > L, the vauum ontribution
an be negleted for non-zero exitation states.
Current densities
In the same way, the expetation value of urrent operators in the Fok state |P〉 are
basially derived from the average of the operators : Jψ : and : Jχ :
〈: Jψ :〉P = −Nψ +Nψ, 〈: Jχ :〉P = −Nχ +Nχ. (7.104)
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Therefore, the eletromagneti-like urrent per unit length in the neutral limit beomes,
after transverse integration,
〈J t〉P = 1
L
[(−Nψ +Nψ)+ (Nχ −Nχ)] , (7.105)
〈Jz〉P = 1
L
[(
Nψ −Nψ
)
+
(
Nχ −Nχ
)]
. (7.106)
Averaging the vetorial and axial gauge urrents in equations (7.94) and (7.95) allows a
derivation of the total fermioni gauge urrent density
〈jt〉P = 1
L
[
fψ(r)
(−Nψ +Nψ)+ fχ(r) (−Nχ +Nχ)] , (7.107)
〈jz〉P = 1
L
[
fψ(r)
(
Nψ −Nψ
)
+ fχ(r)
(−Nχ +Nχ)] , (7.108)
with the radial funtions
fχ(r) = qcχR|ξ1|2 + qcχL |ξ4|2, (7.109)
fψ(r) = qcψR|ξ2|2 + qcψL |ξ3|2. (7.110)
Moreover, note that these urrents an be lightlike, spaelike or timelike aording to the
number of eah partile speies trapped in the string. For instane, the square magnitude
of the eletromagneti-like line density urrent reads
C2P = 〈J t〉2P − 〈Jz〉2P =
(
2
L
)2 (
NψNχ +NψNχ −NψNχ −NχNψ
)
. (7.111)
As expeted, if there is only one kind of fermion, Ψ or X , whih respetively means
Nχ = Nχ = 0 or Nψ = Nψ = 0, the urrent is lightlike. However spaelike urrents are
also allowed from the existene of anti-partiles as they result from simultaneous exitations
between partiles of one kind and anti-partiles of the other kind (as for instane Nψ 6= 0
and Nχ 6= 0, or Nχ 6= 0 and Nψ 6= 0). Finally, timelike urrents are obtained from
simultaneous exitation between partiles or anti-partiles of both kind (Nχ 6= 0 and
Nψ 6= 0, or Nχ 6= 0 and Nψ 6= 0).
7.5.2 Energy per unit length and tension
In the ase of a string having a nite length L, periodi boundary onditions on spinor
elds impose the disretization of the momentum exitation values
ki =
2π
L
nψi , lj =
2π
L
nψj , rp =
2π
L
nχp, sq =
2π
L
nχq , (7.112)
where nψi , nψj , nχp and nχq are positive integers given by the partiular hoie of a Fok
state. From Eq. (7.101) and Eq. (7.102), the parameters EχP and EψP therefore read
EχP =
4π
L2
 Nχ∑
p=1
nχp +
Nχ∑
q=1
nχq
 , EψP = 4πL2
 Nψ∑
i=1
nψi +
Nψ∑
j=1
nψj
 . (7.113)
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In the preferred frame where the two-dimensional energy momentum tensor is diagonal,
the energy per unit length and the tension appear as the eigenvalues assoiated with the
timelike and spaelike eigenvetors, respetively. By means of equation (7.100), they read
UP = M2 + 2
√
EχPEψP , (7.114)
TP = M2 − 2
√
EχPEψP . (7.115)
Note, rst that the line energy density and the tension always verify [283℄
U + T = 2M2. (7.116)
Moreover the zero mode vauum eets just modify the parameters EχP and EψP as in
Eq. (7.103), and therefore do not modify this relationship. On the other hand, massive
modes, beause they are not eigenstates of the γ0γ3 operator, yield vauum eets whih
ertainly do not modify the time and spae part of the stress tensor in the same way, as
was the ase for the zero modes [see Eq. (7.84)℄. As a result, it is reasonable to assume
that the massive mode vauum eets modify the Eq. (7.116) by just shifting the right
hand side by a nite amount, of the order 1/L2.
Classial limit for exited strings
In order to derive lassial values for the energy per unit length and tension, we do not
want to speify in what exitation quantum states the system is. If the string is in thermal
equilibrium with the external medium, it is neessary to perform quantum statistis. The
number of aessible states in the string is preisely the total number of ombinations
between the integer nψi , nψj , nχp, and nχq , whih satises equations (7.101) and (7.102) for
xed values of the stress tensor, or, similarly, at given Eχ and Eψ. A possible representation
of suh equilibrium is naturally through the miroanonial entropy
S = kb ln Ω, (7.117)
with Ω the number of aessible states and kb the Boltzmann onstant. Let Q(p,N) be
the well known partition funtion Q whih gives the number of partitions of the integer p
into exatly N distint non-zero integers. With the following integers :
Kχ =
L2
4π
Eχ, and Kψ =
L2
4π
Eψ, (7.118)
the number of aessible states Ω reads
Ω =
Kχ−Nχ(Nχ+1)2∑
nχ=
Nχ(Nχ+1)
2
Q(nχ, Nχ)
Kχ−nχ∑
nχ=
Nχ(Nχ+1)
2
Q(nχ, Nχ)
×
Kψ−
Nψ(Nψ+1)
2∑
nψ=
Nψ(Nψ+1)
2
Q(nψ, Nψ)
Kψ−nψ∑
nψ=
Nψ(Nψ+1)
2
Q(nψ, Nψ). (7.119)
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The energy per unit length and tension of the string will therefore be the values of U and
T whih maximize the entropy at given Nψ, Nψ, Nχ and Nχ. This formalism might be
useful whenever one wants to investigate the dynamis of the string when the massless
urrent forms, i.e., near the phase transition at high temperatures. In what follows, we
shall assume that whatever the mehanism through whih the fermions got trapped in the
string, they had enough time to reah an equilibrium state with vanishing temperature.
This an be due for instane by a small eetive oupling with the eletromagneti eld
opening the possibility of radiative deay [283℄. If no suh eet is present, then one might
argue that the string is frozen in an exited state, the temperature of whih possibly playing
the role of a state parameter [80, 71, 70, 63℄ for a marosopi desription [78℄.
Note that for a given distribution suh as those we will be onsidering later, the
oupation numbers at zero temperature must be suh that, owing to Pauli exlusion
priniple, the interation terms implying for instane a ΨΨ¯ deay into a pair XX¯ through
Higgs bosons or Bµ exhange are forbidden (vanishing ross-setion due to lak of phase
spae). In pratie, this means that the following analysis is meaningful at least up to one
loop order.
String at zero temperature
For weak oupling between fermions trapped in the string and external elds, as is to
be expeted far below the energy sale where the string was formed, the set of partiles is
assumed to fall in the ground state and beause of antiommutation rules (7.61) it obeys
Fermi-Dira statisti at zero temperature. Consequently, the parameters EχP and EψP
reads
Eψ =
2π
L
[
ρψ(Lρψ + 1) + ρψ(Lρψ + 1)
]
, (7.120)
Eχ =
2π
L
[
ρχ(Lρχ + 1) + ρχ(Lρχ + 1)
]
, (7.121)
where the new parameters ρ = N/L are the line number densities of the orresponding
partiles and anti-partiles trapped in the string. Stritly speaking, these are the four
independent state parameters whih fully determine the energy per unit length and the
tension in Eq. (7.114) and Eq. (7.115), and so osmi strings with fermioni urrent arriers
do not verify the same equation of state as the bosoni urrent-arrier ase. This is all the
more so manifest with another more intuitive set of state parameters, R and Θ, dened
for eah fermion by
R2 =
(
ρ+
1
2L
)2
+
(
ρ+
1
2L
)2
, Θ = arctan
ρ+ 12L
ρ+
1
2L
. (7.122)
These are simply polar oordinates in the two-dimensional spae dened by the partile
and anti-partile densities of eah spinor eld. The parameter R physially represents the
fermion density trapped in the string regardless of the partile or anti-partile nature of
the urrent arriers. It is therefore the parameter that we would expet to be relevant
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Fig. 7.1: The energy per unit length, in unit of M2 and at zeroth order, as funtion of X
and Ψ fermion densities plotted in unit of M , in the innite string limit.
in a purely lassial approah. On the other hand, Θ quanties the asymmetry between
partiles and anti-partiles sine
ρ = R cosΘ− 1
2L
, ρ = R sin Θ− 1
2L
. (7.123)
The energy per unit length, tension and line density urrent now read
U = M2 + 4π
√(
R2χ −
1
2L2
)(
R2ψ −
1
2L2
)
, (7.124)
T = M2 − 4π
√(
R2χ −
1
2L2
)(
R2ψ −
1
2L2
)
, (7.125)
C2 = 8RχRψ sin
(
Θχ − π
4
)
sin
(
Θψ − π
4
)
. (7.126)
There are always four independent state parameters but only two,Rχ andRψ, are relevant
for line density energy and tension. Compared to the salar ase where only one kind of
harge arrier propagates along the string, it is not surprising that we found two degrees
of freedom with two kinds of harge arriers. On the other hand, the nature of the line
density urrent is not relevant beause it only appears through Θψ and Θχ, whih not
modify U and T , at least at the zeroth order. The energy per unit length and tension
relative to M2 are represented in Fig. 7.1 and Fig. 7.2 as funtion of Rχ/M and Rψ/M ,
in the innite string limit. As expeted from their analytial expressions in the innite
string limit, the energy per unit length is always positive and grows with both fermion
densities, Rχ and Rψ, whereas the tension always dereases and takes negatives values
for large fermion densities. Obviously, in the ase Rχ = Rψ = 0 there is no urrent along
the string and we reover the Goto-Nambu ase, U = T = M2. The hiral ase, where
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Fig. 7.2: The tension, in unit of M2 and at zeroth order, as funtion of X and Ψ fermion
densities plotted in unit of M , in the innite string limit.
the fermioni urrent is lightlike, is obtained for Rχ = 0, or Rψ = 0, and also veries
U = T =M2 as in the hiral salar urrent ase [82℄. From Eq. (7.125), and in the innite
string limit, the densities for whih the tension vanishes verify
RχRψ = M
2
4π
, (7.127)
This urve separates the plane (Rχ,Rψ) in two regions where T is positive near the origin,
and negative on the other side (see Fig. 7.3). In the marosopi formalism of Carter [80,
71, 70, 63℄, the transverse perturbations propagation speed is given by c2
T
= T/U , and
therefore the domains where T < 0 orrespond to strings whih are always loally unstable
with respet to transverse perturbations. The tension of the string beomes negative only
for arrier densities lose to the mass of the Goto-Nambu string M . For suh urrents, it
is neessary to derive the bak reation in order to see how relevant it is for the energy per
unit length and tension. Moreover, in a renormalizable model, the vauum mass aquired
by the fermions from their oupling to the Higgs eld is less than the Goto-Nambu string
mass, and thus, another quantum eets may take plae before the negative tension is
reahed, like tunneling into massive states. Besides, note that M , the string unit of mass,
arising from non-perturbative eets, may well be muh larger than the Higgs boson
mass, and so, it is expeted that Rχ,Rψ ≪ M . Thus, the no-spring onjeture [278℄
proposed in the ase of bosoni arrier presumably apply to the fermioni arrier ase
as well. Moreover, the zero mode vauum eets on energy per unit length and tension
appear learly from Eq. (7.103) as additional string length. The orreted values of the
equation of state are therefore obtained by replaing the physial length of the string, L,
in Eq. (7.124) and Eq. (7.125), by an equivalent length, Le say, whih veries
1
2L2e
=
1
2L2
− 1
L2v
. (7.128)
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Fig. 7.3: Sign of the tension in the (Rχ/M,Rψ/M) plane, in the innite string limit.
Aording to the marosopi formalism, the string is unstable with respet to transverse
perturbations for T < 0.
In the partiular ase where L2v = 6L
2
, it reads L2e = (3/2)L
2
. On the other hand, the
massive vauum eets ertainly shift in a dierent way U and T by a nite amount as
previously disussed, but will not be onsidered in the following. In the next setion, the
bak reation is derived in the lassial limit in order to nd orreted values of energy
per unit length and tension. Moreover we shall take are of the nite length of the string
L, keeping in mind that its value, and onsequently the value of Le, have to be larger
than 1/M sine all physial values have been derived in the lassial vortex bakground,
i.e., the quantum eets of the Higgs eld have been negleted.
7.5.3 Bak Reation
The existene of fermioni urrents arrying gauge harge along the string gives rise
to new gauge eld omponents, Bt and Bz, from the equations of motion (7.21). These,
being oupled with the orresponding urrents, provide additional terms in the energy
momentum tensor (7.87). As a rst step, the new gauge eld omponents are omputed
numerially from the zero modes solutions of Eq. (7.33). The orreted equation of state
is then analytially derived, the numerial dependenies having been isolated in model
dependent oeients.
Bak reated gauge elds
In order to ompute the Bt and Bz elds at rst order, we only need the zeroth order
values of the zero modes and the vortex bakground. Let us introdue the dimensionless
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Fig. 7.4: The solutions of the eld equations for the vortex bakground. The Higgs eld,
H , takes its vauum expetation value at innity and the gauge bosons ondensate in the
vortex.
saled elds and variables
ϕ = ηH, Qθ = Q, r =
̺
mh
, (7.129)
with mh = η
√
λ the lassial mass of the Higgs eld. From the equation of motion (7.16),
the orthoradial gauge eld Q and H are solution of
d2H
d̺2
+
1
̺
dH
d̺
=
HQ2
̺2
+
1
2
H(H2 − 1), (7.130)
d2Q
d̺2
− 1
̺
dQ
d̺
=
m2b
m2h
H2Q, (7.131)
where mb = qcφη is the lassial mass of the gauge boson. The numerial solutions of these
equations have been omputed earlier by many people [23, 282℄ using relaxation methods
[6℄. They are presented in Fig. 7.4 for a spei (assumed generi) set of parameters. In
the same way, deriving Eq. (7.33) with respet to ̺ yields the right omponent of the zero
mode Y as a solution of
ζ ′′1 −
(
H ′
H
+
Q− n
̺
)
ζ ′1 +
[
cχR
cφ
(
Q− n
̺
H ′
H
+
Q− n
̺2
− Q
′
̺
)
− cχLcχR
c2φ
(
Q− n
̺
)2
− m
2
f
m2h
H2
]
ζ1 = 0, (7.132)
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while the left one satises
i
mf
mh
Hζ4 = ζ
′
1 −
cχR
cφ
Q− n
̺
ζ1, (7.133)
where a prime indiates a derivation with respet to the dimensionless radial variable ̺.
The eld Ψ veries similar equations with the transformation, ζ → ξ and cχ → cψ. The
numerial integration has been performed with a relaxation method [6℄ and veried on
the original system (7.33) with a shooting method. As a result, the normalized probability
densities of the zero modes, |X|2 and |Y |2, are plotted in Fig. 7.5. The dimensionless radial
funtions f˜χ and f˜ψ dened from Eq. (7.109) and Eq. (7.110) by
f˜χ =
2π
m2h
fχ, f˜ψ =
2π
m2h
fψ, (7.134)
are plotted in Fig. 7.6. As expeted, the elds are onned in the string ore, and so will
the orresponding fermioni urrents.
Let us dene the more relevant omponents of the bakreated gauge eld, ∆B =
Bz − Bt and ΣB = Bz + Bt, with the orresponding dimensionless saled elds ∆Q˜ and
ΣQ˜ dened by
∆B =
(
ρχ − ρχ
) m2b
πη2
∆Q˜
qcφ
, ΣB = − (ρψ − ρψ) m2bπη2 ΣQ˜qcφ . (7.135)
The equations of motion (7.21) in the lassial limit now reads
∆Q˜′′ +
1
ρ
∆Q˜′ − m
2
b
m2h
H2∆Q˜ =
f˜χ
qcφ
, ΣQ˜′′ +
1
ρ
ΣQ˜′ − m
2
b
m2h
H2ΣQ˜ =
f˜ψ
qcφ
. (7.136)
As for fermions, these new gauge elds get their masses from oupling with the Higgs eld,
and therefore have non-zero mass outside the string ore. Moreover, they are generated by
fermioni massless urrents onned in the ore, therefore they also ondense in and do not
lead to new long-range eets. The solutions of these equations (7.136) have been obtained
using, one again, a relaxation method [6℄ and are represented in Fig. 7.7. Note that owing
to the saled eld ∆Q˜ and ΣQ˜, we have separated the numerial dependene in the gauge
eld and urrents from the fermion densities ontent [see Eq. (7.135)℄. Up to now, we have
omputed the fermioni gauge urrents along the string as well as the omponent Bt and
Bz, so that the bak reation orretion to the energy momentum tensor is omputable
from Eq. (7.87). As in the previous setion, the energy per unit length and tension an
be derived in the preferred frame where the stress tensor is diagonal, but now we have to
nd the eigenvalues of the full two-dimensional energy momentum tensor T
αβ
b.r. + 〈T αβ〉,
with
T
αβ
b.r. =
∫
r dr dθ T αβb.r. (7.137)
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Fig. 7.5: The normalized probability densities of the zero modes, |X|2 and |Y |2. The rapid
deay far from the string ore reets the bound state nature of the ondensates.
Fig. 7.6: The dimensionless radial urrent funtions f˜χ and f˜ψ. They an be viewed as
the eetive transverse density harge arried by the fermion urrents. Their sign results
in the initial hoie of eah onserved fermion gauge harge.
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Fig. 7.7: The dimensionless bakreated gauge elds ∆Q˜ and ΣQ˜, generated by the
fermion urrents. They do not lead to new long-range eets sine they aquire non-zero
mass outside the string ore due to their oupling with the Higgs elds.
Energy per unit length and tension with bak reation
Using the dimensionless eld, ∆Q˜ and ΣQ˜, with the expressions of the urrents given
in equations (7.107) and (7.108), one gets, after some algebra, the full expression of the
stress tensor with orresponding eigenvalues
Û = M2 − I(Θχ,Θψ)R̂χR̂ψ + 4π
√(
R̂2χ −
1
2L2e
)(
R̂2ψ −
1
2L2e
)
, (7.138)
T̂ = M2 − I(Θχ,Θψ)R̂χR̂ψ − 4π
√(
R̂2χ −
1
2L2e
)(
R̂2ψ −
1
2L2e
)
, (7.139)
with the saled state parameters
R̂χ = Rχ
√
1− m
2
b
2π2η2
(I∆χ − I∆2) sin2
(
Θχ − π
4
)
, (7.140)
R̂ψ = Rψ
√
1− m
2
b
2π2η2
(IΣψ − IΣ2) sin2
(
Θψ − π
4
)
, (7.141)
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and the funtion I(Θχ,Θψ) dened by
I(Θχ,Θψ) =
m2b
πη2
(IΣχ + I∆ψ) sin
(
Θχ − π
4
)
√
1− m
2
b
2π2η2
(I∆χ − I∆2) sin2
(
Θχ − π
4
)
× sin
(
Θψ − π4
)√
1− m
2
b
2π2η2
(IΣψ − IΣ2) sin2
(
Θψ − π
4
) (7.142)
The numerial integrations previously arried out appear through pure numbers whih
depend only on the model parameters. The oupling Bµj
µ
leads to the following quantities
IΣχ = −2
∫
̺ d̺ΣQ˜(̺)
f˜χ(̺)
qcφ
, I∆ψ = −2
∫
̺ d̺∆Q˜(̺)
f˜ψ(̺)
qcφ
, (7.143)
IΣψ = −2
∫
̺ d̺ΣQ˜(̺)
f˜ψ(̺)
qcφ
, I∆χ = −2
∫
̺ d̺∆Q˜(̺)
f˜χ(̺)
qcφ
, (7.144)
while the kineti ontribution of the new gauge elds appears through
I∆2 =
∫
̺ d̺
[
∂̺∆Q˜(̺)
]2
, IΣ2 =
∫
̺ d̺
[
∂̺ΣQ˜(̺)
]2
. (7.145)
By means of the equations of motion (7.136) and the onstant sign of∆Q˜ and ΣQ˜, I∆χ and
IΣψ are found to be always positive. Intuitively, as in eletromagnetism, the gauge eld
generated from harge urrents tends to resist to the urrents whih give birth to it. In
our ase, the bak reation atually damps the weight of the harge arriers in the energy
per unit length and tension. In fat, the relevant state parameters are now R̂ instead of R
with R̂ < R sine I∆χ and IΣψ are positive. Moreover, numerial alulations show that
the kineti ontribution numbers (7.145) are always one order of magnitude smaller than
those resulting in the oupling between gauge elds and urrents (7.143), as expeted for
reasonable bakreated gauge eld sine they only involve the square gradient of these
elds [see Eq. (7.145)℄. However, there is an additional term involving new dependene
in the asymmetry between partiles and anti-partiles through the I(Θχ,Θψ) funtion.
In order to understand this point physially, let us derive the magnitude of the gauge
urrent arried by the fermions. From Eq. (7.107) and Eq. (7.108), one the transverse
oordinates have been integrated over, the dimensionless magnitude reads
j˜
2
=
2(2qcφ)
2F˜χF˜ψ sin
(
Θχ − π
4
)
sin
(
Θψ − π
4
)
R̂χR̂ψ√
1− m
2
b
2π2η2
(I∆χ − I∆2) sin2
(
Θχ − π
4
)√
1− m
2
b
2π2η2
(IΣψ − IΣ2) sin2
(
Θψ − π
4
) ,
(7.146)
with the dimensionless onstants are
F˜χ =
∫
̺ d̺
f˜χ(̺)
qcφ
, F˜ψ =
∫
̺ d̺
f˜ψ(̺)
qcφ
. (7.147)
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These numbers an be viewed as the eetive harge arried by the fermioni gauge
urrents sine
j˜
2
(2qcφ)2F˜χF˜ψ
=
C2
4
. (7.148)
The funtion I(Θχ,Θψ) therefore veries
I(Θχ,Θψ)R̂χR̂ψ = IΣχ + I∆ψ
8πF˜χF˜ψ
j˜
2
, (7.149)
and, as before, aording to Eq. (7.136), (IΣχ+I∆ψ)/(F˜χF˜ψ) is always positive, so the sign
of I diretly reets the spaelike or timelike nature of the urrent. Thus, in addition to
the bak reation damping eet, there is a orretion to the energy per unit length and
tension diretly proportional to the magnitude of the fermioni urrent. Note that this
eet appears as a orretion due to bak reation and not, as it is the ase for osmi
string with bosoni urrent arriers, at the zeroth order [282℄.
Equation of state with bak reation
Unfortunately, the orreted expressions of the line density energy and tension in-
volve four independent state parameters, and onsequently are not easily representable.
However, they an be studied as funtions of the damped fermion densities R̂, modied
only by the funtion I(Θχ,Θψ) whih quanties the eieny of the fermioni urrents
in generating bakreated gauge elds. In this way, the omparison with the zeroth order
ase is all the more so easy.
The study of the surfaes dened by Û and T̂ in the plane (R̂χ, R̂ψ) is less anonial
than at zeroth order. Three ritial values of the funtion I are found to modify the
behaviors of the tension and energy per unit length, namely, −4π, 0, and 4π. However,
only small values of I are reasonable in this model as it is disussed in the next setion.
This analysis is onsequently onstraints to values of |I| < 4π.
Energy per unit length. The line density energy follows dierent behaviors aording
to the value of I.
The rst and simplest ase I < 0, obtained for spaelike fermioni gauge urrents,
is very similar to the zeroth order ase, and the energy per unit length just grows a bit
faster with the damped fermion densities R̂χ and R̂ψ, as on Fig. 7.8.
For timelike urrents, I > 0, we nd that the bak reation damps the growth of the
density line energy with the fermion densities. As a result the line density energy seems
to derease in some regions, and the stationary urves of Û with respet to R̂χ are given,
from Eq. (7.138), by
∂Û
∂R̂χ
= 0 ⇔ R̂ψ = 2π
Le
R̂χ
√√√√√ 2I2
2L2e
+ (16π2 − I2)R̂2χ
, (7.150)
7.5. Equation of state 153
Fig. 7.8: The energy per unit length in unit of M2 as funtion of R̂χ/M and R̂ψ/M , for
spaelike urrents with I(Θχ,Θψ) < 0. The inuene of the nite length of the string just
appears near the axes.
and thanks to the symmetry between R̂χ and R̂ψ, similar equations are obtained for
∂Û/∂R̂ψ = 0. Finally, the variation domains of the line density energy are represented
in Fig. 7.9 for 0 < I < 4π. The rst disrete values of the fermion densities (the length
of the string is nite) have been represented by dots in the (R̂χ,R̂ψ)-plane, and as an
be seen in Fig. 7.9, for reasonable values of I, there is no available quantum state inside
the tiny dereasing regions. Consequently, the density line energy always grows with the
fermions densities and remains positive. Sine the stationary urves of Û are asymptot-
ially proportional to 1/Le < 1/L [see Eq. (7.150)℄, they oinide with the axis in the
innite string limit. The surfae desribing Û(R̂χ, R̂ψ) has also been plotted in Fig. 7.9
in unit normalized to M2, and for minimal aeptable value of Le = 10/M just in order
to show the inuene of the nite length.
Tension. The study of the tension with respet to the fermion densities is performed in
the same way. As before the stationary urves of T̂ with respet to R̂χ or R̂ψ are found
from Eq. (7.139), and follow the same equation as those of the energy per unit length in
Eq. (7.150), although the variation domains are not the same and have been plotted in
Fig. 7.11 for dierent values of the funtion I.
For timelike fermioni gauge urrent, I > 0, the tension dereases faster than in the
zeroth order ase, with the damped fermioni densities R̂χ and R̂ψ as on Fig. 7.10, and
reahes negative values at large densities (see Fig. 7.12). The bak reation just inreases
the slope of the surfae, and thus, the negative values are reahed more rapidly. As for
the energy per unit length, the equivalent length was hosen equal to Le = 10/M in the
following gures.
For spaelike fermioni gauge urrents, −4π < I < 0, the bak reation damps the
derease of the tension with respet to the damped fermion densities. There are also tiny
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Fig. 7.9: Variation domains of the energy per unit length, plotted in unit of M2, in the
(R̂χ/M, R̂ψ/M) plane for timelike urrents with 0 < I < 4π. The vertial hathed regions
dene domains where the line density energy ould derease with R̂χ whereas the horizon-
tal ones are regions where the line density energy ould derease with R̂ψ. On one hand,
these domains are asymptotially limited by the urves R̂ = (2π/Le)
√
2/(16π2 − I2) and
therefore oinide with the axis for large values of Le. On the other hand, for reasonable
values of I ≪ 4π, there is no aessible quantum state inside, the rst one being shown
as a dot. As a result the energy per unit length always grows with the parameters R̂ and
is always positive.
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Fig. 7.10: The tension for timelike urrents with I > 0, plotted in unit of M2 in the
(R̂χ/M, R̂ψ/M) plane. Note the shift near the axes due to the nite length of the string.
regions near the axis, with areas inversely proportional to Le, and where T̂ ould grow
with respet to one of the state parameters R̂χ or R̂ψ (see Fig. 7.11). As previously, for
reasonable values of I, the rst disrete values of the parameters are out of these domains,
and the tension always dereases with both fermion densities. Finally, the tension reahes
negative values at large damped fermion densities (see Fig. 7.12).
Relevant values of the parameters
The previous derivation of the bak reation is built on the lassial vortex bakground
and it is aeptable only if the bakreated gauge elds do not perturb appreiably the
Higgs and orthoradial gauge elds proles (see Fig. 7.4). From Eq. (7.16), it will be the
ase only if QtQt and Q
zQz an be negleted ompared to Q
θQθ. From Eq. (7.135), and
QθQ
θ ∼ m2b, this ondition reads
(qcφ)
2∆BΣB
QθQθ
∼ RχRψ sin
(
Θχ − π4
)
sin
(
Θψ − π4
)
πη2
m2b
πη2
∆Q˜ΣQ˜ ≪ 1, (7.151)
or as funtion of I(Θψ,Θχ) and the damped fermion densities,
I(Θχ,Θψ)
R̂χR̂ψ
πη2
≪ 1. (7.152)
This ondition is satised for damped fermion densities small ompared to the string
energy sale, or for tiny values of the funtion I(Θψ,Θχ). Moreover, the bakreated
gauge elds need to be small in order to not signiantly perturb the zero modes. From
the equations of motion (7.22) and (7.24), this ondition leads to ∆B,ΣB ≪R and from
Eq. (7.135) to
m2b
η2
cψ(χ)
cφ
Σ(∆)Q˜(0)≪ 1. (7.153)
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Fig. 7.11: Variation domains of the tension, plotted in unit of M2, for spaelike urrents
with −4π < I < 0, in the (R̂χ/M, R̂ψ/M) plane. These regions have the same geometrial
properties as the line density energy ones in Fig. 7.9, but this time, the zones with vertial
hathes are domains where T̂ ould grow with respet to R̂χ, whereas the horizontal ones
orrespond to growth with respet to R̂ψ. For reasonable values of I, the disrete values
of R̂, represented by dots, are out of these regions, and the tension always derease with
both fermion densities.
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Fig. 7.12: Sign of the tension for timelike urrents with I > 0, and spaelike urrents with
−4π < I < 0, the urves have been plotted with Le = 10/M in aim at learly separating
the various regions. In the timelike ase, the domain where the tension is positive is losed,
the null tension urves interseting the axes at R̂ = √2LeM2/I, whereas for spaelike ur-
rents, the null tension urves tends asymptotially to R̂ = (2π/Le)
√
2/(16π2 − I2). Reall
that the regions where T < 0 are unstable with respet to transverse string perturbations
aording to the marosopi formalism.
On the other hand, the maximum value of I in Eq. (7.142) is learly obtained when there
are only partiles or anti-partiles trapped in the string (Θ = 0 or Θ = π), and deriving
the order of magnitude of the numerial integral in Eq. (7.143), using equations (7.136)
and (7.109)-(7.110), one shows that the large values of I (as I > 4π) an only be obtained
for model parameters whih verify
m2b
η2
cψ(χ)
cφ
Σ(∆)Q˜(0) > 1. (7.154)
As a result, in order for the bakreated gauge elds not to modify the equations of motion
of the fermions at rst order, the funtion I has to be muh smaller than 4π. If it is not
the ase, then the previous zero modes are no longer valid solutions and the relevant
equations of motion, in the ase of the Ψ fermions, now read, from Eq. (7.22)[
dξ1
dr
+
1
r
(−qcψRB +m1) ξ1
]
− igϕξ4 = i[∓(k + ω) + qcψR∆B]ξ2,[
dξ2
dr
+
1
r
(qcψRB −m2) ξ2
]
− igϕξ3 = i[±(k − ω)− qcψRΣB]ξ1,[
dξ3
dr
+
1
r
(−qcψLB +m3) ξ3
]
+ igϕξ2 = i[∓(k − ω) + qcψLΣB]ξ4,[
dξ4
dr
+
1
r
(qcψLB −m4) ξ4
]
+ igϕξ1 = i[±(k + ω)− qcψL∆B]ξ3,
(7.155)
where the angular dependene has not been written owing to Eq. (7.31) and assuming
m1 = m3 + n. The zero modes seem to aquire an eetive mass proportional to ∆B or
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ΣB. More preisely, they are no longer eigenstates of the γ0γ3 operator sine new spinor
omponents appear [ξ1, ξ4 here, see Eq. (7.33) and Eq. (7.34)℄. It is learly a seond
order eet sine the gauge oupling onstant q an be removed in the previous equations
(7.155) using Eq. (7.135) and assuming
ξ = X + q2δξ, (7.156)
with X the zero mode solution k = −ω for Ψ fermions [see Eq. (7.43)℄, and q2δξ the
perturbation indued by the bak reation [302℄. As a result, for strong bak reation, the
semi-lassial approah an no longer be used, sine suh seond order eets appear as
the semi-lassial manifestations of the one loop quantum orretions, and thus, only a
full quantum theory would be well dened. However, if there is only one kind of fermion
trapped in the string, Ψ say, the zero modes are not aeted by the bak reation sine ∆B
is only generated from the X urrent, and therefore vanishes [see Eq. (7.136)℄, so ξ = X is
always solution of the equations of motion (7.155), and identially for the X zero modes
alone [256℄. Note, that there is no ontradition with the usual index theorem sine it is
derived for Dira operators, and thus without bakreated elds. This just shows that the
modes propagating in the vortex with strong bakreated gauge elds are no longer well
desribed by the usual zero modes. Physially, it might be the signature of a tunneling
of the zero modes to another states. The massive modes whih have not been onsidered
here ould be more relevant in suh ases.
On the other hand, the shape of the string might allow the fermion densities R̂χ and
R̂ψ to reah the tiny regions where the energy dereases with one of them (see Fig. 7.9),
by means of the zero mode vauum quantum eets. The present toy model does not
involve the eet of the radius of urvature R of the string, and it is reasonable that the
ontribution of the zero mode vauum to the energy per unit length involves R through
a redenition of Le. If Le beomes smaller than L, the rst disrete values of the fermion
densities ould be inside the hathed regions in Fig. 7.9, sine the disrete values of the
fermion densities only depend on the physial length of the string L. Note that it would
therefore be neessary that the zero mode vauum energy is negative, whih is not the ase
without urvature in the simple framework of Se. 7.4.2. Suh eets ould be relevant
for vorton stability, as, for a small radius of urvature, the string ould beome unstable
to fermion ondensation.
Finally, the model an be used only at the tree order, and the onditions (7.152) and
(7.153) are the validity riteria of the above derivations.
7.6 Comparison with the salar ase
Owing to the fermioni two-dimensional quantization along the string, the energy per
unit length and the tension of a string arrying massless fermioni urrents have been
derived up to the rst order in bak reation orretions. The state of the string is found
to be well dened with four state parameters whih are the densities of eah fermion
trapped in the string, and asymmetry angles between partiles and anti-partiles in eah
fermion family. It seems quite dierent than the bosoni harge arriers ase, where the
urrent magnitude is the only relevant state parameter [282℄, however, this is the result
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of the allowed purely lassial approah where the superposition of many quantum states
an be view as only one lassial state owing to the bosoni nature of the harge arriers.
As a result, there is a degeneray between the number of bosons trapped in the string and
the harge urrent. The quantization introdued to deal with fermions naturally leads to
separate the harge urrent from the partile urrent through the existene of anti-partile
exitations. Moreover, the magnitude of the urrent an only modify the equation of state
at non-zeroth order beause the hiral nature of fermions trapped in the string requires
simultaneous exitations between the two families to lead to non-lightlike harge urrents.
Nevertheless, some global omparisons an be made with the salar ase. First, for
reasonable values of I ≪ 4π, the energy per unit length grows with the fermioni densities,
whereas the tension dereases with them. However, note the relevant parameter for the
hange in behaviors of the tension and line density energy is the funtion I(Θχ,Θψ) instead
of the urrent magnitude in the salar ase. As it was said, I quanties, through the
asymmetry between the number of partiles and anti-partiles trapped in the string, the
eieny of the harge urrent per partile to be timelike or spaelike. The more positive
is I, the more timelike the fermioni harge urrent per partile will be, and onversely
the more negative I is, the more spaelike it will be. One again, this dierene with the
salar ase appears as a result of the degeneray breaking between partile urrent and
harge urrent due to the fermioni nature of the harge arriers.
The stability of the string with respet to transverse perturbations is given from the
marosopi formalism by the sign of the tension (for line density energy positive) [80,
71, 70, 63℄, and we nd that instabilities always our for densities roughly lose to
M/
√
4π + I, in nite domain for timelike urrent, in innite one for spaelike urrents with
−4π < I < 0. Another new results are obtained from the multi-dimensional properties of
the equation of state, in partiular the problem of stability with respet to longitudinal
perturbations diers from the salar barotropi ase where the longitudinal perturbations
propagation speed is given by c2
L
= −dT/dU [80, 71, 70, 63℄, and therefore its two-
dimensional form has to be derived to onlude on these kinds of instabilities. Nevertheless,
by analogy with the salar ase, sine, in the non-perturbed ase and in the innite string
limit, the equation of state veries U + T = 2M2 [283℄, the longitudinal perturbation
propagation speed might be lose to the speed of the light, even with small bak reation,
and therefore, only transverse stability would be relevant in marosopi string stability
with massless fermioni urrents.
7.7 Conlusion
The energy per unit length and the tension of a osmi string arrying fermioni
massless urrents were derived in the frame of the Witten model in the neutral limit.
Contrary to bosoni harge arriers, the two-dimensional quantization required to deal
with fermions, leads to more than one state parameter in order to yield a well-dened
equation of state. They an be hosen, at zeroth order, as fermion densities trapped in
the string regardless of harge onjugation. The minimal bak reation orretion appears
through the fermioni harge urrent magnitude whih involves the asymmetry angles
between the number of partiles and anti-partiles trapped in the string, and whih might
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be identied with the baryoni number of the plasma in whih the string was formed
during the phase transition. As a result, it is shown that fermioni harge urrents an be
lightlike, spaelike as well as timelike. Moreover the line energy density and the tension
evolve globally as in the bosoni harge arriers ase, but it was found that the tension an
take negative values in extreme regions where the fermion densities are lose to the string
mass, and where the string is therefore unstable with respet to transverse perturbations
aording to the marosopi formalism.
The present model has been built on the generi existene of fermioni zero modes
in the string and follows only a semi-lassial approah. It is no longer valid for higher
orretions in the bak reation when they modify notably the vortex bakground and
seem to give eetive mass to the previous zero modes. It may be onjetured, at this
stage, that in a full quantum theory, the quantum loop orretions give mass to the
zero modes for high urrents and onsequently might lead to their deay by the mean of
massive states. Only hiral harge urrents ould be stable on osmi string arrying large
fermioni massless urrents in suh a ase. Another possible eet, relevant for vortons
stability, may be expeted for loops with small radius of urvature, by means of the
vauum eets whih ould render the loop unstable to fermion ondensation.
It will be interesting to quantify suh modiations on the equation of state in future
works, as the eets of worldsheet urvature, and the modiation of the density line
energy and tension by the massive bound states. The eld of validity of the model ould
therefore be extended to higher energy sales whih would be more relevant for vortons
and string formation.
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Dans le hapitre préédent, la quantiation des modes zéros le long de la orde a
permis de montrer que, lorsque la rétroation était négligée, la dynamique de la orde était
régie par une équation d'état de type trae xée U +T = 2M2. Bien que la quantiation
introduise naturellement plus d'un paramètre d'état, il doit être possible, par le formalisme
ovariant, de redénir un paramètre eetif à partir de ette équation d'état.
Après avoir justié l'approximation de température nulle utilisée dans la quantiation
(voir Chap. 7), la relation U +T = 2M2 est retrouvée par une approhe purement maro-
sopique. La desription lagrangienne permet ensuite d'en dénir une fontion maîtresse
de dépendant que d'un seul paramètre d'état. Ce hapitre est essentiellement un omplé-
ment aux proeedings de la onférene des Journées Relativistes 2001 [283℄.
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Fermioni urrent-arrying osmi strings :
zero-temperature limit and equation of state
Patrik Peter and Christophe Ringeval
Institut d'Astrophysique de Paris, 98bis boulevard Arago, 75014 Paris, Frane.
The equation of state for a superonduting osmi string whose urrent is
due to fermioni zero modes is derived analytially in the ase where the bak
reation of the fermions to the bakground is negleted. It is rst shown that
the zero mode fermions follow a zero temperature distribution beause of their
interations (or lak thereof) with the string-forming Higgs and gauge elds. It
is then found that the energy per unit length U and the tension T are related
to the bakground string mass m through the simple relation U + T = 2m2.
Cosmologial onsequenes are briey disussed.
8.1 Introdution
Topologial defets [109℄ have been onsidered in various physial situations, e.g. in
the ontext of ondensed matter and osmology [211, 210, 341, 178℄. In many ases of
interest in osmology [31, 47, 13, 48℄, they an be approximated as strutureless, the rele-
vant dynamis being often assumed not to depend on any spei hoie of their internal
ontent. For osmi defets, this internal ontent would orrespond to the partiles that
ouple to the string-forming Higgs eld [362℄. However, in the latter example of osmi
strings, it was shown that suh a struture might lead to drasti modiations not only
of these objet dynamis [80, 71, 70, 63, 282℄, whih ould be seen as a mere aademi
situation given our present ignorane on their very existene, but also, beause of the
appearane of new aessible equilibrium states, of the osmologial setting, leading in
some instanes to atual atastrophes [103, 67, 54, 297℄. To make a long story short, let us
just say that urrents imply a breakdown of the Lorentz-boost invariane along the string
worldsheet, thereby allowing loop ongurations to rotate, the entrifugal fore hereby
indued having the ability to sustain the loop tendeny to shrink beause of the tension.
The resulting states, alled vortons, might be stable even over osmologial timesales,
saling as matter and thus rapidly oming to dominate the Universe evolution, in ontra-
dition with the observations. This leads to onstraints on the partile physis theories
that predit them at energy sales that are believed to be unreahable experimentally (in
aelerators say) in the foreseeable future.
Unfortunately, it appears that the string struture, ontrary to their ounterparts as
fundamental objets [285℄, is not determined by any onsisteny relation, and is there-
fore somehow arbitrary, at least at the eetive desription level [362℄. This means in
pratie that in order to be able to tell anything relevant to (osmi) string osmology,
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one needs to set up a omplete underlying mirosopi model, arising say, from ones fa-
vorite Grand Unied Theory (GUT) [108℄ or some low-energy approximation of some
superstring-inspired model [112, 20, 83, 171, 36℄.
Some generi onstrutions an however be arranged, as was shown to be the ase
whene a bosoni ondensate gets frozen in the string ore [80, 71, 70, 63, 282℄. In suh
a situation, the boson eld phase ϕ, thanks to a random Kibble-like mehanism, may
wind along the string itself, thereby produing a urrent that turns out to be essentially
a funtion of a single state parameter w, thus expressible as a phase gradient as
w ≡ κ0γab∂aϕ∂bϕ, (8.1)
with indies a, b, ... varying within the string worldsheet oordinates dened by the rela-
tions
xµ = Xµ
S
(ξa), ξa ∈ {τ, σ}, (8.2)
and γab the inverse of the indued metri dened with the bakground metri gµν as
γab = gµν
∂Xµ
S
∂ξa
∂Xν
S
∂ξb
. (8.3)
A straightforward generalization of the Nambu-Goto ation is then provided by the
w−weighted measure as
S = −m2
∫
d
2ξ
√−γL{w}, (8.4)
with m the typial mass sale of symmetry breaking leading to string formation and γ
the determinant of the indued metri (8.3). Reasonable mirosopi models [76℄ then
yield approximate forms for the Lagrangian funtion L{w}, out of whih the dynamial
properties of the orresponding strings an be derived [224, 63, 144℄.
Suh a desription remains however essentially lassial even though an alternative
formalism, also proposed by Carter [62℄, in terms of a dilatoni model, appears more
suitable for quantization. This last formalism however, being fully two-dimensional, annot
be used to derive interesting quantities suh as the relevant ross-setions for trapped
exitations to leave the string worldsheet. This is unfortunate sine this is preisely the
information one would need for osmologial appliations [103, 67, 54, 108℄.
It would therefore seem that by onsidering fermioni urrent arriers instead of
bosoni ones, one would, beause of the intrinsially quantum nature of fermions, obtain
a more appropriate desription [108, 303℄. Besides, fermions are trapped in topologial
defets beause of Yukawa ouplings with the string forming Higgs eld in the form of
zero modes [195℄, so that their dynamis is desribed by simple (although oupled) Dira
equations, whih are linear. In the bosoni ase, the non-linear (quarti) term is essential
in order to ensure the dynamial stability of the ondensate so that a solitoni treat-
ment [87, 327, 290, 193℄ seems the only way to deal with the underlying quantum physis.
This fat dramatially ompliates matters and as a result, a omplete desription yet
fails to exist.
However, the fermioni ase is not that simple either as here, one faes another teh-
nial diulty for the lassial desription : it an be shown that there doesn't exist a
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simple state parameter [303℄. An arbitrary spaelike or timelike urrent an only be built
out of at least two opposite hirality spinor elds and will be given by the knowledge
of four oupation numbers per unit length. As this is true in partiular at least in the
zero-temperature limit, we shall be onerned here rst with this limit whose validity was
assumed to depend on the partiular model under onsideration [108℄. In the following
setion, we show that setting the temperature to zero is always a good approximation
beause of the ouplings between the fermioni elds and the string-forming Higgs and
gauge elds
1
. These results would seem to imply that the previously derived marosopi
formalism is irrelevant to the fermioni situation (see Ref. [70℄ for a many-parameter for-
malism). In pratie however, as a simple relationship between the energy per unit length
and the tension an be found for fermioni urrents, the single state parameter formalism
an be used that permits to draw some osmologial onsequenes.
8.2 The zero-temperature limit
In order to have an arbitrary urrent built upon fermioni elds, one needs at least
two Dira fermions [362℄ Ψ and χ say, oupled to the string-forming Higgs eld Φ through
Yukawa terms as well as to the assoiated gauge eld Bµ, the later aquiring a mass from
the vauum expetation value (VEV) of the Higgs eld. Fermions may ondense in the
string ore in the form of zero modes, and by lling up the aessible states, one forms
a urrent whih an be timelike, spaelike, or lightlike. If one wants to give a lassial
desription of suh a urrent-arrying string, one must be in a onguration for whih
quantum eets are negligible. Suh quantum eets, as for instane tunneling outside
the vortex, will indeed be negligible provided most of the fermions are on energy levels
whose exitation energy is muh below their vauum mass, the latter thus playing the
role of a Fermi energy.
As a result, if a temperature may be dened for the fermions along the vortex, quantum
eets will be negligible if the temperature is small ompared to the vauum mass of the
fermions, whih essentially imply a zero temperature state. Note that the situation we are
having in mind is reahed only whenever the bakground temperature is low ompared to
that at whih the string formed for otherwise interations with the surrounding plasma
ould populate the high energy levels. In pratie, this is what will happen at the time
of string formation, and if the fermions did not interat at all, or only through time
reversible interations, one would be left with a frozen distribution orresponding to a
high temperature state [78℄.
That this is not the ase an be seen through an exhaustive list of all the possible
fermion interations. For that purpose, it must be emphasized that fermioni ondensates
arise in the string ore in the form of zero modes, i.e. hiral states
2
. One has essentially
two oupling possibilities, namely a oupling of the fermion with the Higgs eld or with
1
Otherwise, the temperature itself ould be taken as a state parameter, so that the usual formalism
would be appliable [343, 72, 74℄
2
We do not onsider here the possible massive bound states as those are expeted [108℄ to interat
with eah other beause of diagram (c) of the gure and therefore move rapidly away from the string
ore.
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the gauge eld, illustrated on the gure. The rst ase (diagram a) is seen to vanish
identially in the ase of a hiral mode [303℄ so we shall not onsider it. The seond ase
is more interesting and omes from the seond diagram (b) of the gure. In this ase, any
trapped fermioni zero mode is seen to be able to radiate a gauge vetor boson. These
terms do not vanish identially, and in fat an be seen to be the soure for some bak
reated omponents of the gauge eld : as all the vetors emitted this way will eventually
ondense into a lassial eld, this diagram ontributes to a small (and indeed usually
negligible [303℄) ontribution in the energy per unit length and tension.
Ψ or χ Ψ or χ
Φ B µ
Φ or 
B µ
Ψ
Ψ
χ
χ(a) (b)
(c)
Fig. 8.1: Exhaustive list of all the possible interation terms between fermions and Higgs
and gauge elds. (a) Higgs radiation by a fermion eld denoted by ψ or χ (two fermion
at least are neessary in order to generate an arbitrary kind of urrent), (b) gauge boson
radiation, (c) oupling between the various fermion elds.
Finally the third term, (c), of the gure, represents a would-be interation term be-
tween the fermions that ould be responsible for an equilibrium onguration. When one
onsiders only zero modes in a usual model, suh a term atually vanishes beause both
fermions must have opposite hiralities in order for the theory to be well dened. As a
result, interations between fermions turn out to be negligible.
We are now in a position to understand the mirophysis of what might happen inside
a fermioni urrent-arrying osmi string. First, when the fermions beome trapped in the
string ore, they do so on arbitrary high energy levels inside the string. Then, they have
the possibility to radiate most of their energy away in the form of the vetor eld, thereby
reating the bak reated omponent. Note that the vetor eld itself an also interat
with the Higgs eld thereby produing an eetive lak of symmetry between diagram (b)
and its time reversed ounterpart. This implies that the overall eet is indeed a radiative
deay and not an equilibrium. Thus, all the populated states end up being the lowest
reahable states. In pratie, that means that the eetive temperature of the fermion gas
is vanishing. Moreover, suh a onguration in turn is stable as no interation between
the various fermion eld an be present.
8.3 Fermioni string equation of state
As was disussed above, fermions that are oupled to the Higgs eld may be bound
to osmi strings in the form of zero modes [362, 303, 195℄ and therefore the urrent they
generate arises from lightlike omponents. We reall briey the formalism neessary to
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handle this ase and then move on to derive the resulting stress-energy tensor as well as a
simple relationship relating its eigenvalues. This leads to a plausible lassial desription
in terms of a state parameter whose validity is disussed.
8.3.1 Stress-energy tensor and equation of state
Chiral urrents have speial properties and need be studied on their own. As was
shown earlier, a phase gradient formalism hold for them, similar to the σ−model [62℄
with vanishing potential, namely [82℄
Sσ = −
∫
d
2ξ
√−γ
(
m2 +
1
2
ψ2γab∂aϕ∂bϕ
)
, (8.5)
where the normalization onstant κ0 of Eq. (8.1) in the w−formalism has now been
promoted to a dynamial eld whose variations lead to an ever-lightlike urrent.
Considering now a system of fermioni zero modes, and negleting bak reation,
one may arrive at the onlusion that the relevant ation desribing a general fermioni
urrent-arrier osmi string will be given by
S
F
=
∫
d
2ξ
√−γL (8.6)
where the Lagrangian funtion L is
L = −m2 − 1
2
N∑
i
ψ2(i)γ
ab∂aϕ(i)∂bϕ(i), (8.7)
N being the number of fermioni degrees of freedom (at least four [303℄ if the model is
to desribe arbitrary spaelike as well as timelike and hiral urrents). Having obtained
the ation, it is now a simple matter to derive the orresponding dynamis by varying it
with respet to the various elds involved. However, as we show below, it turns out not
to be stritly neessary as many onsequenes, in partiular in osmology, stem diretly
from the energy momentum tensor eigenvalues U and T , i.e. respetively the energy per
unit length and tension, for whih a very simple relationship is now derived.
First of all, as all the elds ψ(i) are independent, it is evident that variations of (8.7)
lead to the hirality ondition on the various urrents indued by the phase gradients,
namely
δSF
δψ(i)
= 0 =⇒ γab∂aϕ(i)∂bϕ(i) = 0 ∀i ∈ [1, N ], (8.8)
while the urrents are obtained through variations with respet to the phases themselves
δSF
δϕ(i)
= 0 =⇒ ∇a
(
ψ2(i)γ
ab∂bϕ(i)
) ≡ ∇aja(i) = 0, ∀i ∈ [1, N ]. (8.9)
Eq. (8.8) an be seen to imply, in our two-dimensional ase, that eah funtion ϕ(i)(ξ
a)
separately is harmoni, i.e.
γab∇a∇bϕ(i) = 0 ∀i ∈ [1, N ], (8.10)
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so that the urrent onservation equations (8.9) an be ast in the form
γab∇aψ(i)∇bϕ(i) = 0 ∀i ∈ [1, N ], (8.11)
whih means that every ψ(i) is a funtion of ϕ(i) only, for any xed value of i. As a result,
the formalism really desribes only N degrees of freedom, and not 2N , and one may
interpret the phase gradients as oupation numbers per unit length in a given underlying
fermioni urrent-arrying model.
The stress energy tensor is now obtained by the standard proedure of variation with
respet to the metri, i.e.,
T
µν
= 2
δL
δgµν
+ Lηµν , (8.12)
where the rst fundamental tensor of the worldsheet [80, 71, 70, 63℄
ηµν = γab
∂Xµ
S
∂ξa
∂Xν
S
∂ξb
(8.13)
is denable in terms of the eigenvetors uµ and vµ, respetively timelike and spaelike
(uµu
µ = −vµvν = −1), of the stress energy tensor for a non-hiral urrent :
ηµν = vµvν − uµuν , (8.14)
and
T
µν
= Uuµuν − Tvµvν . (8.15)
The stress-energy tensor now reads
T
µν
= −m2ηµν + 1
2
N∑
i
ψ2(i)
(
Xµ
S,c
Xν
S,d
ϕ,c(i)ϕ
,d
(i) − ηµνϕ(i),aϕ,a(i)
)
(8.16)
with a omma denoting partial dierentiation with respet to a worldsheet oordinate.
The last term identially vanishes beause of the on-shell relation (8.8), and we an now
ompute the eigenvalues by projeting on the eigenvetors as
U = T
µν
uµuν = m
2 +
1
2
(
N∑
i
ψ2(i)ϕ
,a
(i)ϕ
,b
(i)
)
Xµ
S,a
Xν
S,b
uµuν, (8.17)
and
T = −T µνvµvν = m2 − 1
2
(
N∑
i
ψ2(i)ϕ
,a
(i)ϕ
,b
(i)
)
Xµ
S,a
Xν
S,b
vµvν . (8.18)
By adding these two equations up, one gets that the last term is proportional to the rst
fundamental tensor ηµν projeted onto the worldsheet oordinates, i.e. a term proportional
to the indued metri γab. As eah part of the urrent is made of hiral elds, this last
term eventually anels out and one is left with [a relation obtainable diretly by taking
the trae of the stress tensor (8.16)℄
U + T = 2m2, (8.19)
whih will be our nal equation of state for a fermioni urrent arrying osmi string in
the zero temperature limit. Note that this relation holds in the spei ase of the model
disussed in Ref. [303℄ whenever one neglets the fermion bak reation on the string
elds.
8.3. Fermioni string equation of state 169
8.3.2 A marosopi model
Let us now disuss the various impliations of this result. The most important point
related with osmologial models involving urrent-arrying strings onerns vorton stabil-
ity. As suh a model is exlusively lassial in nature, we shall not examine the quantum
stability here, espeially sine this was already disussed in Ref. [108℄. Before however
turning to this physial point, we should like to stress a simple tehnial detail onerning
the equation of state itself.
As we have said, a fermioni urrent-arrying osmi string does not in general admit
a lassial desription in terms of a single state parameter. However, in the ase where
a funtional relationship exists between the energy per unit length and the tension, as
is indeed what happens in the situation under onsideration here, a state parameter an
easily be derived as follows.
Let us onsider again the w−formalism. Performing the Legendre transform
Λ = L − 2wdL
dw
, (8.20)
it an be shown that [80, 71, 70, 63℄, depending on the timelike or spaelike harater of
the urrent, the energy per unit length and tension an be identied, up to a sign, with
L and Λ. As a result, the knowledge of L as a funtion of Λ or, in other words that of
U(T ), permits to integrate Eq. (8.20) to yield the state parameter through
ln
(
w
w0
)
=
∫
dL
2(L − Λ) , (8.21)
whose inversion, in turn, gives the funtional form of the Lagrangian L{w}, up to a
normalization fator. Applied to our ase, Eq. (8.21) implies immediately
L{w} = −m2 − w
2
, (8.22)
so we see that an arbitrary urrent formed with many lightlike urrents an be desribed
by means of a single state parameter with almost the simplest possible model ; in Eq. (8.7),
it sues to replae the sum over the many hiral models by the standard form of w, i.e.
Eq. (8.1), whih an be viewed as the auxiliary eld ψ aquiring a xed value on shell.
This is just the ation of Eq. (8.5) with ψ2 = κ0.
The model desribed by Eq. (8.22) was however ruled out as a valid desription of a
realisti Witten-like urrent-arrying string in Ref. [76℄, so one may wonder how it an
be re-introdued here. There are two answers to that question. First, it an be argued
that most of the statements in this referene applied to bosoni urrent-arriers, and have
therefore no reason to be true in the fermioni ase, exept that bosons and fermions are
known to be equivalent in two dimensions [362℄. As a result, a lassial desription of a
vortex must somehow take into aount the nite thikness eets before averaging over
the transverse degrees of freedom, so that the string keeps a trak of its 3+1-dimensional
nature.
The seond, perhaps more important reason, why the model given by Eq. (8.22) was
not onsidered seriously as a andidate to desribe a urrent-arrying string is the satura-
tion eet. There must indeed be a maximum urrent owing along a string as individual
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partiles making the urrent are limited in energy beause they are bound states. In the
ase of bosons, thanks to Bose ondensate, all the partiles are essentially in the same
state and the saturation eet stems from the non-linear (interation) term between them.
As it turns out, even the interation terms an be adequately treated through a mean
eld approximation, so that a lassial eld desription is valid in this ase. For fermions
however, this eet nds its origin in a ompletely dierent mehanism, related to the
exlusion priniple : it is neessary, in order to inrease the value of the urrent, to add
more partiles on higher and higher energy levels, up to the point where it beomes ener-
getially favorable for them to leave the worldsheet as massive modes. This is therefore a
purely quantum eet whih annot, of ourse, be properly taken into aount in the las-
sial desription developed here whose range of validity is thus limited to small urrents.
Moreover, ontrary to the bosoni situation in whih the boson mass enters expliitly as
a relevant dynamial parameter, fermioni zero modes exist independently of the vauum
fermion mass, so there is no mass sale that ould determine the saturation regime in
suh a lassial desription.
The onlusion of the previous disussion is that the model desribed by Eq. (8.22) is
indeed an aurate representation for fermioni urrent-arrying osmi strings provided
the urrent is far from the saturation regime. It should be emphasized that it will be
the ase for most of the evolution of a network of suh strings, so that one is entitled,
for osmologial appliation purposes (e.g. numerial simulation), to derive the string
dynamis with the linear model.
8.4 Consequenes
Let us now move to the onsequenes of suh an equation of state. We shall assume
for now on that the marosopi formalism with the Lagrangian given by Eq. (8.22) is
valid to desribe a fermioni arrier osmi string, provided the string never leaves the
elasti regime. In other words, we shall assume that the string, whatever its shape, has
a urvature radius everywhere muh larger than its thikness and that the Fermi level is
below the vauum mass of the fermion so that the quantum eets are negligible.
Given a funtional relationship between the energy per unit length U and the tension
T , one an alulate the perturbation veloities respetively as[80, 71, 70, 63℄
c2
T
=
T
U
(8.23)
for the transverse perturbations, and
c2
L
= −dT
dU
(8.24)
for the longitudinal ones. In the ase at hand (8.19), this gives
c2
L
= 1, c2
T
=
2m2
U
− 1 < 1 (8.25)
sine m2 < U < 2m2 by onstrution. On a plot c2
T
versus c2
L
, suh an equation of state
would therefore just be the line c2
L
= 1. For osmologial onsiderations, one may also
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onsider for instane the bak reation of the fermions on the bakground vortex elds,
or even the eletromagneti bak reation for harged arriers. This means in pratie,
if one suppose that these will indeed lead to orretions whih in priniple ould not be
properly plaed on suh a diagram, that the orreted equation of state would be a urve
somewhere near the c2
L
= 1 line.
The situation is exatly the opposite of what happens for a boson eld [245℄ for whih it
had been found that the equation of state in this plot is a urve lose to the c2
T
= 1 line. One
an understand this result as a kind of duality between fermion and boson ondensates,
the orresponding equations of state being roughly symmetrial with respet to the line
c2
L
= c2
T
. This adds further insight on the fat that a purely 2-dimensional desription is
not valid before the full eld theory has been solved. It may be onjetured at this point
that a string arrying a urrent generated by both fermions and bosons with an underlying
supersymmetri model [321, 102℄ ould produe an equation of state exatly lying on the
line c2
L
= c2
T
, i.e. the so-alled xed determinant model (arising also from a Kaluza-Klein
projetion [266℄ or as a smoothed average desription of the large sale behavior of a simple
Nambu-Goto model over the small sale wiggles [248, 343, 72℄) for whih UT = m4. The
advantage of this model, if the onjeture turned out to be a reasonable approximation
of a more realisti equation of state, lies in its omplete integrability [72℄ in the ase of a
at bakground. Suh a feature might be useful in network simulations.
The last point that needs be mentioned here onerns vorton stability. It was shown
under rather general onditions that irular loops reahing an equilibrium state thanks
to a urrent may suer from lassial instabilities, the fate of whih presumably leading
to quantum eets [247℄, provided the equation of state is in the region above the c2
L
= c2
T
line [81, 246℄. Inlusion of the eletromagneti orretions has also been ahieved, showing
that these an redue the number of vortons that an form during the loops evolution [144℄,
but that one they are formed, they are, lassially, more stable [243℄. In our ase, if the
orretions do not hange drastially the form of the equation of state, the vortons would
exist omfortably below the ritial line. Therefore, we expet them to be muh more stable
with respet to lassial perturbations. In fat, it is very hard to imagine anything, exept
quantum bakground interation [108℄, that ould destabilize a vorton whose dynamis
stems from the Lagrangian (8.22).
8.5 Conlusion
Fermioni zero modes trapped in osmi strings are shown to follow a vanishing tem-
perature Fermi-Dira distribution. This is so beause the hirality of the zero modes
involved are suh that the only possible interation of the fermions is through gauge bo-
son radiation, leading to an eetive loss of energy (on average). As a result, as strings
are formed and fermions get ondensed along them in the form of zero modes, populat-
ing arbitrary high energy levels, they have the possibility to deay radiatively until they
reah a zero temperature distribution. Then, as all other interation terms are identially
vanishing, they remain in this state whih thus happens to be stable.
Assuming therefore suh a vanishing temperature fermioni urrent-arrying osmi
string, it turns out that the equation of state relating the energy per unit length U and
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the tension T is of the self-dual [76℄ xed trae kind, namely U + T = 2m2, with m the
harateristi string-forming Higgs mass. Although fermioni arriers imply the need of
more than one state parameter, this implies that the simplest linear Lagrangian (8.22)
provides a good approximation for a lassial desription of suh a vortex. This ould in
fat have been antiipated as this is the only available equation of state that does not
involve any new dimensionfull onstant.
Vortons formed with suh urrents are ompletely stable, at least at the lassial level
(see however Ref. [108℄ for quantum exitations). Assuming bak reation and eletro-
magneti orretions to be small, one nds that the vorton exess problem [103, 67, 54℄
is therefore seriously enhaned for fermioni urrent-arrier osmi strings.
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Dans le hapitre 7, nous avons montré que les eets de rétroation, induis par la prop-
agation des modes zéros hargés le long de la orde, modient, au premier ordre dans les
harges fermioniques q, l'équation d'état. Au deuxième ordre q2, nous avons également vu
que les modes zéros n'étaient plus solutions des équations du mouvement (voir Set. 7.5.3).
Il est don légitime de s'interroger sur la pertinene physique de es modes, d'autant plus
que leur existene prévoie la stabilité des boules de orde assoiées (voir Chap. 8). Plus
préisément, les modes zéros possèdent la propriété d'être états propres de l'opérateur
de onjugaison de harge γ0γ3 (voir Chap. 6 et 7), et les équations du mouvement per-
turbées (7.155) montrent lairement que la rétroation détruit ette aratéristique. Si
il existe des solutions de propagation dans le vortex n'étant pas états propres, à l'ordre
le plus bas, de et opérateur, la topologie de elles-i n'en sera ertainement pas modi-
ée aussi radialement. Dans et artile, publié dans la revue Physial Review D [300℄,
nous alulons expliitement es solutions et montrons qu'elles orrespondent à des modes
massifs se propageant le long de la orde. L'équation d'état orrespondante est alulée
en généralisant la méthode de quantiation introduite initialement pour les modes zéros
(voir Chap. 7). Le type de régime de propagation des perturbations transverses et lon-
gitudinales est nalement disuté, et il apparaît que les ordes osmiques possédant des
ourants de fermions subissent de multiples transitions entre les régimes subsoniques et
supersoniques.
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Fermioni massive modes along osmi strings
Christophe Ringeval
Institut d'Astrophysique de Paris, 98bis boulevard Arago, 75014 Paris, Frane.
The inuene on osmi string dynamis of fermioni massive bound states
propagating in the vortex, and getting their mass only from oupling to the
string forming Higgs eld, is studied. Suh massive fermioni urrents are nu-
merially found to exist for a wide range of model parameters and seen to modify
drastially the usual string dynamis oming from the zero mode urrents alone.
In partiular, by means of a quantization proedure, a new equation of state de-
sribing osmi strings with any kind of fermioni urrent, massive or massless, is
derived and found to involve, at least, one state parameter per trapped fermion
speies. This equation of state exhibits transitions from subsoni to supersoni
regimes while the massive modes are lled.
9.1 Introdution
Sine it was realized that some early universe phase transitions might lead to the
formation of topologial defets [211, 210℄, osmi strings have been the subjet of intense
work within the ontext of osmology [276, 47, 15℄. The large sale struture generated
by an ordinary string network in an expanding universe, as well as its imprint on the
mirowave bakground, have thus been derived [21, 95, 365, 48℄ in order to state on
their signiane in the wide range of mehanisms in whih they had been originally
involved [370, 344℄. These preditions, ompared with the observations therefore onstrain
the symmetry breaking shemes eetively realized in the early Universe. These, assoiated
with the most reent data for the mirowave bakground anisotropies [263, 226℄, even seem
to show that suh ordinary string networks ould not have play the dominant role in the
Universe evolution, thereby all the more so onstraining the partile physis symmetries
leading to their formation. However, as was reently shown [48℄, a non-negligible fration
of suh defets ould have ontributed to the overall osmi mirowave bakground (CMB)
anisotropies.
Meanwhile, it was shown by Witten [362℄ that in realisti physial models, involving
various ouplings of the string forming Higgs eld to other salar or fermion elds, urrents
ould build along the strings, turning them into superonduting wires. Without even
introduing ouplings with the eletromagneti elds [271℄, the breaking of Lorentz invari-
ane along the vortex indued by suh urrents may drastially modify the string proper-
ties, and thus, the osmologial evolution of the assoiated networks. In partiular, osmi
string loops an reah entrifugally supported equilibrium state, alled vortons [105℄, that
would ompletely dominate the Universe [54℄. Theories prediting stable vortons thus
turn out to be inompatible with observational osmology, hene the partiular interest
foused on superonduting models.
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Unfortunately, all the new properties and osmologial onsequenes stemming from
string ondutivity have not yet been learly established, beause of the ompliated, and
somehow arbitrary, mirophysis possible in these models. However, although the miro-
sopi properties indued by suh urrents depend on the expliit underlying eld the-
ory [107, 176, 177, 132, 16℄, a marosopi formalism was introdued by Carter [80, 71, 70,
63℄ whih permits a unied desription of the string dynamis through the knowledge of its
energy per unit length U and tension T . These ones end up being funtions of a so-alled
state parameter w, as the urrent itself, through an equation of state. Suh a formalism
is, in partiular, well designed for salar urrents, as shown in, e.g. Refs. [282, 281℄ : due
to their bosoni nature, all trapped salar partiles go into the lowest aessible state, and
thus an be desribed through the lassial values taken by the relevant salar elds [23℄.
The indued gravitational eld [147, 280, 279℄ or the bak reation eets [278℄ depend
only on this state parameter. The lassial string stability [64, 245℄ has already been in-
vestigated for various equations of state relating U and T , on the basis of salar and hiral
urrents mirophysis [76, 82℄. Moreover, it was also shown, through a semilassial ap-
proah, that fermioni urrent arrying osmi strings, even though in priniple involving
more than one state parameter [303℄, an also be desribed by an equation of state of
the so-alled xed trae kind, i.e. U + T = 2M2. Suh a relationship has the property
of allowing stable loop ongurations to exist, at least at the lassial level [245℄. Never-
theless, these results have been derived for fermioni urrents owing along the string in
the form of zero modes only, as they were originally introdued by Witten [362℄, although
it was shown that the fermions may also be trapped in the vortex with nonvanishing
masses [108℄ : hene the following work in whih the inuene of suh massive modes is
studied for the simplest of all fermioni Witten model.
In this paper, after deriving numerially the relevant properties of the trapped massive
wave solutions of the Dira equation in the vortex, we show that the quantization proe-
dure, originally performed to deal with the fermioni zero modes [303℄, an be generalized
to inlude the massive ones, and leads to a new equation of state with more than one state
parameter. In partiular, it is found that the xed trae equation of state, that holds for
massless fermioni urrents alone, is no longer veried. Besides, the massive modes are
atually found to rapidly dominate the string dynamis, thereby modifying the lassial
vorton stability indued by the zero modes alone.
Let us sketh the lines along whih this work is made. In Se. 9.2, the model and the
notations are set, while we derive the equations of motion. Then, in Se. 9.3, by means of
a separation between transverse and longitudinal degrees of freedom of the spinor elds,
the massive wave solutions along the string are omputed numerially for a wide range
of fermion harges and oupling onstants. The onstraint of transverse normalizability is
found to be satised only for partiular values of the trapped modes mass, m say, whose
dependene with the model parameters is investigated. The two-dimensional quantization
of the m normalizable massive modes is then performed in Se. 9.4, using the anonial
proedure. In the way previously disussed in the ase of zero modes [303℄, the onserved
quantities, i.e. energy-momentum tensor and harge urrents, are then expressed in their
quantum form. Their average values, in the zero-temperature ase, and innite string
limit, lead to marosopi expressions for the energy per unit length U and tension T
whih end up being funtions of the number densities of fermions propagating along the
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string. Their derivation and extension to any kind and number of fermioni arriers is
performed in Se. 9.5, while the osmologial onsequenes of this new analysis are briey
disussed in the onluding setion.
9.2 Model
We shall onsider here an Abelian Higgs model with salar Φ and gauge eld Bµ,
oupled, following Witten [362℄, to two spinor elds, Ψ and X say. Sine we are only
interested in the purely dynamial eets the urrent may indue on the strings, we will
not onsider any additional eletromagnetilike oupling of the fermion elds to an extra
gauge eld. Thus, we onsider here the so-alled neutral limit [282℄
9.2.1 Mirosopi Lagrangian
The previous assumptions imply one needs one loal U(1) symmetry whih is spon-
taneously broken through the Higgs mehanism, yielding vorties formation. The Higgs
eld is hosen as omplex salar eld with onserved harge qcφ under the loal U(1)
symmetry, assoiated with a gauge vetor eld Bµ. The two spinor elds aquire masses
from a hiral oupling to the Higgs eld, and have opposite eletromagneti harges in
order for the full (four-dimensional) model to be anomaly free [362℄. Under the broken
symmetry they also have onserved harges qcψR, qcψL and qcχR, qcχL for their right- and
left-handed parts, respetively. With Lh, Lg and Lψ, Lχ, the Lagrangian in the Higgs,
gauge, and fermioni setors, respetively, the theory reads
L = Lh + Lg + Lψ + Lχ, (9.1)
with
Lh = 1
2
(DµΦ)
†(DµΦ)− V (Φ), (9.2)
Lg = −1
4
HµνH
µν , (9.3)
Lψ = i
2
[
ΨγµDµΨ− (DµΨ)γµΨ
]− gΨ1 + γ5
2
ΨΦ− gΨ1− γ5
2
ΨΦ∗, (9.4)
Lχ = i
2
[XγµDµX − (DµX )γµX ]− gX 1 + γ5
2
XΦ∗ − gX 1− γ5
2
XΦ, (9.5)
where the U(1) eld strength tensor and the salar potential are
Hµν = ∇µBν −∇νBµ, (9.6)
V (Φ) =
λ
8
(|Φ|2 − η2)2, (9.7)
while ovariant derivatives involve the eld harges through
DµΦ = (∇µ + iqcφBµ) Φ, (9.8)
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DµΨ =
(
∇µ + iq cψR + cψL
2
Bµ + iq
cψR − cψL
2
γ5Bµ
)
Ψ, (9.9)
DµX =
(
∇µ + iq cχR + cχL
2
Bµ + iq
cχR − cχL
2
γ5Bµ
)
X , (9.10)
and the relation
cψL − cψR = cφ = cχR − cχL (9.11)
should hold in order for the Yukawa terms in Lψ and Lχ to be gauge invariant.
9.2.2 Basi equations
This theory admits vortex solutions whih are expeted to form in the early universe
by means of the Kibble mehanism [211, 210℄. A osmi string onguration an be hosen
to lie along the z axis, and we will use Nielsen-Olesen solutions of the eld equations [265℄.
In ylindrial oordinates, the string forming Higgs and gauge elds thus read
Φ = ϕ(r)einθ, Bµ = B(r)δµθ, (9.12)
where the winding number n is an integer, in order for the Higgs eld to be single valued
under rotation around the string. In suh vortex bakground, the equations of motion in
the fermioni setor, for both spinor elds F read (here and in various plaes throughout
this paper, we shall denote by F an arbitrary fermion, namely a spinor Ψ or X )
iγµ∇µF = ∂j
µ
F
∂F Bµ +MFF (9.13)
with the fermioni gauge urrents
jµF = q
cFR + cFL
2
FγµF + q cFR − cFL
2
Fγµγ5F , (9.14)
and the mass terms
Mψ = gϕ cosnθ + igϕγ5 sinnθ, (9.15)
Mχ = gϕ cosnθ − igϕγ5 sin nθ. (9.16)
Note the fermioni urrents have an axial and vetorial omponent beause of the hiral
oupling of the fermions to the Higgs eld, as an be seen through the mass terms MF
in Eqs. (9.15) and (9.16). Moreover, sine the Higgs eld vanishes in the string ore
while taking nonzero vauum expetation value, η say, outside, the mass term ats as an
attrative potential. As a result, fermioni bound states, with energy between zero and
gη, are expeted to exist and propagate in the string ore.
9.3 Fermioni bound states
9.3.1 Trapped wave solutions
Sine the string is assumed axially symmetri, it is onvenient to look for trapped
solutions of the fermioni equations of motion, by separating longitudinal and transverse
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dependenies of the spinor elds. Using the same notations as in Ref. [303℄, the two-
dimensional plane-wave solutions along the string, for both fermions, read
Ψ
(ε)
p = eεi(ωt−kz)

ξ1(r)e
−im1θ
ξ2(r)e
−im2θ
ξ3(r)e
−im3θ
ξ4(r)e
−im4θ
 , X (ε)p = eεi(ωt−kz)

ζ1(r)e
−il1θ
ζ2(r)e
−il2θ
ζ3(r)e
−il3θ
ζ4(r)e
−il4θ
 , (9.17)
where ε = ±1 labels the positive and negative energy solutions. Similarly to the Higgs
eld ase, the winding numbers of the fermions, mi and li, are neessary integers. In order
to simplify the notations, it is more onvenient to work with dimensionless saled elds
and oordinates. With mh = η
√
λ the mass of the Higgs boson, we an write
ϕ = ηH, Q = n+ qcφB, and r =
̺
mh
. (9.18)
In the same way, the spinorial omponents of the Ψ eld are resaled as
ξ1(̺) =
mh√
2π
√
ω + k α˜1(̺), ξ2(̺) = i
mh√
2π
√
ω − k α˜2(̺),
ξ3(̺) =
mh√
2π
√
ω − k α˜3(̺), ξ4(̺) = i mh√
2π
√
ω + k α˜4(̺).
(9.19)
In the hiral representation, and with the metri signature (+,−,−,−), in terms of these
new variables, Eqs. (9.13) and (9.17) yield, for the Ψ eld,
e−i(m1−1)θ
[
dα˜1
d̺
− f˜1(̺)α˜1(̺)
]
= ε
m
mh
e−im2θα˜2(̺)− mf
mh
H(̺)e−i(m4+n)θα˜4(̺),
e−i(m2+1)θ
[
dα˜2
d̺
− f˜2(̺)α˜2(̺)
]
= −ε m
mh
e−im1θα˜1(̺) +
mf
mh
H(̺)e−i(m3+n)θα˜3(̺),
e−i(m3−1)θ
[
dα˜3
d̺
− f˜3(̺)α˜3(̺)
]
= −ε m
mh
e−im4θα˜4(̺) +
mf
mh
H(̺)e−i(m2−n)θα˜2(̺),
e−i(m4+1)θ
[
dα˜4
d̺
− f˜4(̺)α˜4(̺)
]
= ε
m
mh
e−im3θα˜3(̺)− mf
mh
H(̺)e−i(m1−n)θα˜1(̺),
(9.20)
where mf = gη is the fermion mass in the vauum in whih the Higgs eld takes its
vauum expetation value η, and m =
√
ω2 − k2 is the mass of the trapped mode. The
oupling to the gauge eld Bµ appears through the purely radial funtions f˜ :
f˜1(̺) =
cψR
cφ
Q− n
̺
− m1
̺
, f˜2(̺) = −cψR
cφ
Q− n
̺
+
m2
̺
,
f˜3(̺) =
cψL
cφ
Q− n
̺
− m3
̺
, f˜4(̺) = −cψL
cφ
Q− n
̺
+
m4
̺
.
(9.21)
The spinor eld X veries the same equations apart from the fat that, due to its oupling
to Φ† [see Eq. (9.5)℄, it is neessary to transform n→ −n.
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As was originally found by Jakiw and Rossi [195℄ and Witten [362℄, there are always
n normalizable zero energy solutions of the Dira operator in the vortex whih allow
fermions to propagate at the speed of light in the −z and +z, say, diretions, for the
Ψ and X elds, respetively. These solutions are found to be eigenvetors of the γ0γ3
operator and are learly obtained from the above equations by setting the onsisteny
angular relationships m1 − 1 = m4 + n and m2 + 1 = m3 + n, those leading to the zero
mode dispersion relation m = 0 ⇔ ω = ±k. Note that only one eigenstate of γ0γ3 end
up being normalizable for eah kind of hiral oupling to the Higgs eld, and thus the
relevant dispersion relations redue to ω = −k and ω = k, for the Ψ and X zero modes,
respetively [303℄.
Suh zero modes have a simple interpretation : sine the Higgs eld vanishes in the
string ore, the mass term MF in Eq. (9.13) vanishes too, and the fermions trapped in
have zero mass. As a result, they propagate at the speed of light and they verify the
dispersion relations ω = k or ω = −k.
9.3.2 Massive trapped waves
However, it is also possible a priori, for the trapped fermions, to explore outer regions
surrounding the string ore where the Higgs eld takes nonexatly vanishing values. In
pratie, this is ahieved by means of a nonvanishing fermion angular momentum, whih
will lead to a nonvanishing eetive mass m2 = ω2−k2 6= 0. For the Ψ eld, suh massive
solutions of the equations of motion (9.20) an only be obtained for four-dimensional solu-
tions, in order to ease the zero mode onstraint ω = ±k. The required angular onsisteny
relations therefore read
m = m1 = m2 + 1 = m3 + n = m4 + n + 1. (9.22)
Similarly, the angular dependene of X eld has to verify analogous onditions with the
transformation n → −n. It was previously shown numerially that the Abelian Higgs
model with one Weyl spinor always admits suh kind of normalizable solutions [108℄. In
the following, massive solutions for Dira spinors are numerially derived for our model
and shown to exist for a wide range of fermion harges and oupling onstants.
Analytial onsiderations
Some interesting analytial asymptoti behaviors of these modes have been previously
studied [303, 108℄. In partiular, there are only two degenerate normalizable eigensolutions
of Eqs. (9.20) at innity. Sine the Higgs eld goes to its onstant vauum expetation
value and the gauge oupling funtions vanish, we found the eigensolutions to sale as
exp (±Ω̺), with
Ω =
√
m2f −m2
m2h
. (9.23)
First, note that in order to have dereasing solutions at innity, the mass of the trapped
modes m has to be less than the fermion vauum mass mf , as intuitively expeted (for
m > mf , one reovers the osillating behaviour that is typial of free partile solutions).
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Moreover, from Cauhy theorem, two degrees of freedom an be set in order to keep only
the two well dened solution at innity. On the other hand, by looking at the power-
law expansion of both system and solutions near the string ore [303, 195℄, only two
suh solutions are also found to be normalizable. More preisely, normalizability of eah
eigensolution at ̺ = 0 leads to one ondition on the winding numbers mi of eah spinorial
omponent ξi. Moreover, in order for the fermion eld to be well dened by rotation
around the string, eah spinorial omponent ξi with nonzero winding number mi has to
vanish in the string ore, and so behaves like a positive power of the radial distane to
the ore. The analytial expression of the eigensolutions near ̺ = 0 reads [303℄

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

s1
∼

a1̺
−m
a2(a1)̺
−m+1
a3(a1)̺
−m+|n|+2
a4(a1)̺
−m+|n|+1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

s2
∼

a1̺
m+|n|−n
a2(a1)̺
m+|n|−n+1
a3(a1)̺
m−n
a4(a1)̺
m−n−1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

s3
∼

a1̺
m
a2(a1)̺
m−1
a3(a1)̺
m+|n|
a4(a1)̺
m+|n|+1
 ,

ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

s4
∼

a1̺
−m+|n|+n+2
a2(a1)̺
−m+|n|+n+1
a3(a1)̺
−m+n
a4(a1)̺
−m+n+1
 .
(9.24)
The normalizability ondition for the four eigensolutions an be summarized by
sup (0, n) < m < inf (1, 1 + n), (9.25)
and so, for any value of m there are only two onditions satised. However, from the
onsisteny angular onditions on eah spinorial omponents, only three pairs of solutions
are aeptable near the string. Assuming n > 0, if m ≤ 0 then only the pair (s1, s4) is
both normalizable and well dened by rotation around the vortex, similarly for m ≥ n+1
the relevant solutions are (s2, s3), whereas for 1 ≤ m ≤ n, they are (s3, s4). As a result,
the two remaining degrees of freedom an be set to get only these pairs near the string
ore for a given value of m, but there is no reason that they should math with the two
normalizable solutions at innity. In order to realize this mathing we have to ne tune
another parameter whih turns out to be the mass of the modes,m. As expeted for bound
states, this mass is therefore neessarily quantized. Note at this point that m = 0 is, in
suh a proedure, nothing but a partiular ase of the general solution here presented.
The three dierent pairs of well dened solutions at the origin suggest that there are
three kinds of similar massive bound states in the vortex, aording to the values of the
winding number m. Intuitively, the more the eld winds around the string, the farther
the partile explores regions surrounding the ore due to the higher values taken by its
angular momentum, meaning the largest the extension of its wave funtion is, the more it
aquires mass from oupling to a nonexatly vanishing Higgs eld. As a result, the lowest
massive modes will ertainly be obtained from values of m whih orrespond to vanishing
winding numbers mi.
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Symmetries
In the following, the equations of motion (9.20) will be summarized in the form
(Sε)ji α˜j = 0, with impliit summation implied over repeated indies.
The rst symmetry is obtained from the omplex onjugation of the equations of
motion (9.20). Sine omplex onjugation does not modify Eqs. (9.20), one the angular
onsisteny relations (9.22) are set, there is an arbitrary omplex phase in the hoie of
solutions, and it will be suient to look for real resaled spinorial omponents α˜i.
There is another symmetry between the positive and negative energy solutions of the
equations of motion (9.20) that may be useful. With the label ε = ± for partile and
antipartile states, respetively, one has
(S+)ji α˜j+ = 0 ⇒ (S−)ji α˜j− = 0, (9.26)
provided
α˜i− =
(
γ0γ3
)j
i
α˜j+. (9.27)
As a result, the negative energy solutions are obtained from the positive ones by the ation
of the γ0γ3 operator, thereby generalizing the properties of the zero modes whih were
preisely found as eigenstates of this operator [362, 303, 195℄.
The last symmetry onerns the gauge oupling funtions f˜i. Under the transforma-
tions
m → m̂ = n+ 1−m,
cψL → ĉψL = −cψR ,
cψR → ĉψR = −cψL ,
(9.28)
the gauge funtions f˜i, in Eqs. (9.20), are simply swapped aording to f˜1 ↔ f˜4 and
f˜2 ↔ f˜3. As a result, for every α˜ solution found at given cψL and m, there is another
solution α̂, with harge ĉψL = cφ − cψL and winding number m̂ = n+ 1−m, namely
α̂1(̺) = α˜4(̺), α̂2(̺) = α˜3(̺),
α̂3(̺) = α˜2(̺), α̂4(̺) = α˜1(̺).
(9.29)
Note that the partiular ase cψL = ĉψL = cφ/2 appears as a frontier separating two
symmetri kinds of solutions with two dierents winding numbers lying on both sides of
m = (n+ 1)/2. As a result, the three dierent behaviors found above from normalization
and angular onsisteny onditions seem to redue to only two, sine the domains where
m ≤ 0 and m ≥ n+ 1 are atually onneted by harge symmetry in relation to cφ/2.
On the other hand, due to its oupling to the antivortex instead of the vortex, the
equations of motion of the X eld are simply obtained from Eqs. (9.20) by the transfor-
mations α˜i → β˜j, cψL(R) → cχL(R), and mi → li. The li are the winding numbers of the
saled X spinorial omponents, namely the β˜i, and they verify the angular onsisteny
relations (9.22) with n replaed by −n as previously disussed. Let us introdue one more
transformation on the Ψ parameters,
m → m̂ = l + n,
cψL → ĉψL = cχR,
cψR → ĉψR = cχL .
(9.30)
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Naming g˜i the saled gauge oupling funtions of the X spinor, the Ψ ones are found
to transform aording to f˜1 → g˜3, f˜2 → g˜4, f˜3 → g˜1, and f˜4 → g˜2. Thus, if the α˜ are
solutions of the Ψ equations of motion (9.20), with m winding number and cψL harge,
then there exist β˜ solutions for the X eld with same mass m, provided l = m − n and
cχL = cψR = cψL − cφ, and they read
β˜1(̺) = α˜3(̺), β˜2(̺) = −α˜4(̺),
β˜3(̺) = α˜1(̺), β˜4(̺) = −α˜2(̺).
(9.31)
Owing to these symmetries, it is suient to study the Ψ equations of motion (9.20), for
various values of the winding number m and for left-handed part harges, namely cψL ,
higher or equal than cφ/2.
Numerial methods
In order to ompute the relevant massive wave solutions for the Ψ fermions on the
string, it is neessary to solve rst the vortex bakground. At zeroth order, negleting
the bak reation of the fermioni urrents, and in terms of the dimensionless elds and
parameters, the equations of motion for the string forming Higgs and gauge elds read,
from Eq. (9.1),
d2H
d̺2
+
1
̺
dH
d̺
=
HQ2
̺2
+
1
2
H(H2 − 1), (9.32)
d2Q
d̺2
− 1
̺
dQ
d̺
=
m2b
m2h
H2Q, (9.33)
where mb = qcφη is the lassial mass of the gauge boson. The solution of these equations
is well known [282, 23, 6℄ and shown in Fig. 9.1 for a spei (assumed generi) set of
parameters.
The system of Eqs. (9.20) being linear and involving only rst order derivatives of
the spinor omponents, a Runge-Kutta numerial method of integration has been used.
However, as noted above, sine we are interested only in normalizable solutions, it is more
onvenient to perform the resolution from an arbitrary uto at innity, toward the string
ore. Let us introdue ̺∞, the uto value on the dimensionless radial distane. From the
asymptoti form of Eqs. (9.20) at innity, and in order to suppress the exponential growth,
the spinorial omponents α˜i have to verify
α˜1(̺∞) = − m
Ωmh
α˜2(̺∞) +
mf
Ωmh
α˜4(̺∞), (9.34)
α˜3(̺∞) = − mf
Ωmh
α˜2(̺∞) +
m
Ωmh
α˜4(̺∞). (9.35)
These onditions onstrain two degrees of freedom, and another one is xed by normaliza-
tion of the wave funtions at ̺∞. As a result, only one free parameter an be used yet in
order to ahieve the mathing between these well dened solutions and the two normal-
izable ones near the string ore. It will be the ase only for partiular values of the mass
184 Chapitre 9. Modes massifs (artile)
Fig. 9.1: The solutions of the eld equations for the vortex bakground. The Higgs eld,
H , takes its vauum expetation value at innity and the gauge bosons ondensate in the
vortex.
m. Numerially, the mathing is performed in two steps. First, by means of the last free
parameter, one of the usually divergent omponent near the string ore is made to vanish
at ̺ = 0. Obviously, this omponent is hosen among those having a nonzero winding
number sine, in order to be single valued by rotation around the vortex, it neessarily
vanishes at the string ore. One it is performed, the last divergent omponent at ̺ = 0
is regularized, its turn, by alulating the mass of the mode m leading to a onvergent
solution. For the range of model parameters previously dened, the numerial omputa-
tions thus lead to the mass of the trapped wave solutions as well as their omponents as
funtion of the radial distane to the string ore α˜i(̺).
Numerial results
In what follows, the Higgs winding number is assumed xed to the value n = 1, and the
range of cψL restrited to cψL ≥ cφ/2, the other ase being derivable from the symmetri
properties disussed above.
The rst results onern the perturbative setor where the fermion vauum mass
veries mf < mh, or equivalently, for a smaller Yukawa oupling onstant than the Higgs
self-oupling, i.e. g <
√
λ. In this ase, for reasonable values of the fermion harges, i.e.
of the same order of magnitude than the Higgs one cψL & cφ/2, only one normalizable
massive bound state is found with null winding number m = 0. As a result, by means
of transformations (9.28), there are also symmetri modes for cψL ≤ cφ/2, with winding
number m = 2. The dependeny of the mode mass m with the fermion vauum mass
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Fig. 9.2: The mass of the lowest massive bound state, relative to the fermion vauum
mass, plotted as funtion of the oupling onstant to the Higgs eld, i.e. the fermion
vauum mass relative to the mass of the Higgs boson.
and harges (i.e. the oupling onstants to Higgs and gauge elds) is plotted in Fig. 9.2
and Fig. 9.3. The study has been also extended to the nonperturbative setor where this
massive mode thus appears as the lowest massive bound state. First, it is found that the
mass of the trapped mode always dereases with respet to the oupling onstant, i.e.
with the fermion vauum mass mf . Moreover, for small values of mf/mh, the derivative of
the urve m(mf/mh) vanishes near the origin (see Fig. 9.2). As a result, the mass modes
in the full perturbative setor does not depend on the oupling onstant to the Higgs
eld, at rst order. On the other hand, Fig. 9.3 shows that the mass of the bound state
hardy depends at all on its oupling with the gauge eld (i.e. on the harges cψL) in the
nonperturbative setor, where all the urves have the same asymptoti behavior. Near the
origin, the losest cψL is to cφ/2, the higher mode mass m is. In the partiular limiting ase
cψL ∼ cφ/2, there is no normalizable massive bound state, and as an be seen in Fig. 9.3,
already for cψL/cφ = 2, the mode mass is lose to mf . It is not surprising sine, as it was
above noted, cψL = cφ/2 is a frontier between two kinds of solutions with dierent winding
numbers, and thus, at this point, the normalizable winding numbers are not well dened.
Note that this is only true if m 6= (n+1)/2 as it is the ase here in the perturbative setor
with n = 1 and m = 0. The normalized saled spinorial omponents α˜(̺) have been
plotted in Fig. 9.4 for the lowest massive bound state, with the normalization∫
̺ d̺ α˜†i α˜i = 1. (9.36)
The orresponding transverse probability density has also been plotted in Fig. 9.4. Note
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Fig. 9.3: The mass of the lowest massive bound state, relative to the fermion vauum
mass, plotted as funtion of the oupling onstant to the Higgs eld, for several values
of the fermioni harges. The losest cψL is to cφ/2, the higher mode mass m is. In the
extreme ase cψL ∼ cφ/2, m ∼ mf there is no longer normalizable massive bound state in
the perturbative setor.
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that the massive mode wave funtion is larger around the string rather on it, as expeted
for a nonvanishing angular momentum.
The nonperturbative ases with mf > mh, involve muh more massive bound states.
First, another mode appears in addition to the previous one, with the same winding
number. Beause of the fat that m dereases with mf [see Fig. 9.2℄, for higher values of
mf , another mode omes into the normalizablemass range. Sine normalizability at innity
requires m < mf , the number of massive modes inreases with the value of mf . Moreover,
there are also solutions involving all the other possible winding numbers. The evolution of
the mass spetrum, for winding number m = 0, and with respet to the oupling onstant
to the Higgs and gauge elds is plotted in Fig. 9.5. The behavior of eah mass is the
same as that of the lowest mode previously studied, the new properties resulting only in
the appearane of new states for higher values of the fermion vauum mass mf , as found
for two-dimensional Weyl spinors in Ref. [108℄. Physially, the additional massive modes
at a given winding number an be interpreted as normalizable eigenstates of the angular
momentum operator in the vortex potential, with higher eigenvalues. From Fig. 9.4 and
Fig. 9.6, one an see that for eah value of m, the lowest massive state is onned around
the string with a transverse probability density showing only one peak whereas the higher
massive modes have transverse probability density proles with an inreasing number of
maxima, as an be seen in Fig. 9.7. In fat, as for the struture of atomi spetra, the
two spatial degrees of freedom of the attrative potential ertainly lead to two quantum
numbers labeling the observable eigenstates, one of them being learly m, and the other
appearing through the number of zeros of the spinorial omponents, or, equivalently, the
number of maxima of the assoiated transverse probability density. The massive modes
with higher winding numbers behave in the same way. However, they exist only for nonzero
values of the oupling onstant mf/mh, this one inreasing with the value of the winding
number m. The saled spinorial omponents and the transverse normalized probability
density of the lowest massive bound state with next m = −1 winding number are plotted
in Fig. 9.6. They are found to be normalizable for oupling onstant mf/mh & 0.5 when
cψL/cφ = 2, as an be seen in Fig. 9.8. Contrary to the m = 0 lowest massive state, all
spinorial omponents wind around the string, and the transverse probability of nding
suh a mode vanishes in the string ore, as expeted for a nonzero angular momentum
eigenstate. Obviously, this is also true for all higher values of m, as for the m = −2
massive mode whih appears to be normalizable for mf/mh & 1.2. It is lear from the
numerial results that the fermions an be trapped in the string in the form of massive
bound states, for a wide range of model parameters. The only exeption takes plae for
fermion harges lose to the partiular value cψL = cφ/2 where there is no normalizable
massive bound state in the perturbative setor. Note, again, that all the previous results
are also relevant for the massive modes with symmetri winding numbers m̂ = n+1−m,
as well as for the X spinor eld and for the antipartile states of both Ψ and X fermions.
9.4 Fok spae for massive modes
The existene of massive trapped waves requires that the quantum state spae [303℄
be enlarged to inlude them. For eah normalizable mode with mass m, a two-dimensional
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Fig. 9.4: The transverse spinorial omponents of the Ψ eld, as funtions of the distane to
the string ore, for the lowest massive bound state. The transverse normalized probability
density is also plotted and takes its maximum value nearby the string ore, as expeted for
massive bound states exploring the neighborhood of the ore by means of nonvanishing
angular momentum. Note that for m = 0, one spinorial omponent behaves like a zero
mode one, i.e. it ondenses in the string ore ontrary to the others.
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Fig. 9.5: The evolution of the mass spetrum for m = 0 winding number, as funtion
of the oupling onstants. Eah main branh represents one massive mode whereas the
substrutures show its evolution with respet to the fermion harge cψL . Five values of
the fermion harge have been plotted, from cψL = 2 to cψL = 10, and the spetrum has
been omputed only in the nonperturbative setor, sine only the lowest mode exists for
lower values of mf/mh (see Fig. 9.3). As expeted, all the modes have mass m dereasing
with their oupling onstant to the Higgs eld. Moreover, the substrutures show that,
for suiently large values of mf/mh, the mode mass is a dereasing funtion of the
harge cψL . However, note that this behavior an be inverted for some modes lose to
their appearane region, as it is the ase for the seond one.
190 Chapitre 9. Modes massifs (artile)
0 5 10
ρ
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
| ~ α 
| 2
mf/mh=1.2
cφ=1
cψL
=2
m=−1
Fig. 9.6: The transverse spinorial omponents of the Ψ eld, plotted as funtions of the
distane to the string ore, for the m = −1 lowest massive bound state. The transverse
normalized probability density is also plotted and vanishes in the string ore. In this
ase, all omponents of the spinor wind around the string and the orresponding mode is
thus entrifugally onned in a shell nearby the ore, as expeted for a nonzero angular
momentum eigenstate.
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Fig. 9.7: The omponents of the Ψ eld as funtion of the radial distane, and the
orresponding transverse probability densities. The urves have been omputed for m =
−1 winding number, and for two additional inoming modes in the nonperturbative setor.
As expeted, interferenes fringes appear from the nonzero angular momentum eigenvalues
of these modes.
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Fig. 9.8: The mass of the m = −1 lowest massive bound state, relative to the fermion
vauum mass, with respet to the oupling onstant to the Higgs eld. Note that the
mode does not exist in the perturbative setor.
Fok spae an be onstruted by spinor eld expansion over the relevant massive plane
waves. The full quantum theory an therefore be obtained from tensorial produt of the
dierent Fok spaes belonging to their own mass representation, together with the Fok
spae assoiated with the zero modes [303℄. As a rst step toward a full theory, we will
only onsider the plane waves assoiated with one massive mode of mass m.
9.4.1 Quantum eld operators
Quantization is performed through the anonial proedure by dening reation and
annihilation operators satisfying antiommutation rules. However, the partiular struture
of the trapped massive waves yields relationships between longitudinal quantum operators
with nontrivial transverse dependenies.
Fourier transform
In the previous setion, it was shown that the fermions ould propagate along the
string diretion with given mass m belonging to the spetrum. From Eq. (9.17), setting
Ψ(+)p = uψ(k, r, θ) e
i(ωt−kz), Ψ(−)p = vψ(k, r, θ) e
−i(ωt−kz), (9.37)
with
ω =
√
m2 + k2, (9.38)
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and using the symmetry properties shown in Se. (9.3.2), the transverse parts of the
massive trapped waves for partile and antipartile states an be written as
uψ(k, x⊥) =

√
ω + k α1(r) e
−imθ
i
√
ω − k α2(r) e−i(m−1)θ√
ω − k α3(r) e−i(m−n)θ
i
√
ω + k α4(r) e
−i(m−n−1)θ
 ,
vψ(k, x⊥) =

√
ω + k α1(r) e
−imθ
−i√ω − k α2(r) e−i(m−1)θ
−√ω − k α3(r) e−i(m−n)θ
i
√
ω + k α4(r) e
−i(m−n−1)θ
 ,
(9.39)
with the notations
x⊥ = (r, θ), α =
mh√
2π
α˜. (9.40)
Contrary to the zero mode ase, fermions an now propagate in both diretions of the
string, so that the momentum k of the massive waves an take positive and negative
values. As a result, the Ψ eld an be Fourier expanded over positive and negative energy
states as
Ψ =
∫
dk
2π2ω
[
b†(k) u(k, x⊥) ei(ωt−kz) + d(k) v(k, x⊥) e−i(ωt−kz)
]
, (9.41)
where the subsripts have been omitted. The normalization onvention of the Fourier
transform is hosen as in the zero modes ase [303℄, i.e.∫
dz ei(k−k
′)z = 2πδ(k − k′). (9.42)
Obviously, the X eld veries similar relations with the transformation n → −n, as was
noted previously.
Commutation relations
In order to express the Fourier oeients b(k) and d†(k) as funtion of the spinor
eld Ψ, let us introdue another unit spinors
û(k, x⊥) =

√
ω + k α3(r) e
−imθ
i
√
ω − k α4(r) e−i(m−1)θ√
ω − k α1(r) e−i(m−n)θ
i
√
ω + k α2(r) e
−i(m−n−1)θ
 ,
v̂(k, x⊥) =

√
ω + k α3(r) e
−imθ
−i√ω − k α4(r) e−i(m−1)θ
−√ω − k α1(r) e−i(m−n)θ
i
√
ω + k α2(r) e
−i(m−n−1)θ
 .
(9.43)
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They learly verify û = γ0γ3v̂ and from Eq. (9.39)
û†(k)u(k) = v̂†(k)v(k) = 2ω ν(r),
û(k)†v(−k) = v̂†(k)u(−k) = 0, (9.44)
where the dependeny with respet to transverse oordinates have been omitted in order
to simplify the notation, and where we introdued the funtion
ν(r) = α1(r)α3(r) + α2(r)α4(r). (9.45)
From Eqs. (9.41), (9.42), and (9.44), the Fourier oeients are found to be funtions of
the Ψ eld, and read
b†(k) =
1
N
∫
r dr dθ dz e−i(ωt−kz)û†(k, x⊥)Ψ,
d(k) =
1
N
∫
r dr dθ dz ei(ωt−kz)v̂†(k, x⊥)Ψ,
(9.46)
where we have dened the normalization fator
N =
∫
r dr dθ ν(r) =
∫
̺ d̺ ν˜(̺) (9.47)
Similarly, the expansion of the Ψ† eld on the same positive and negative energy solutions
leads to the denition of its Fourier oeients, namely b(k) and d†(k). From Eqs. (9.42)
and (9.44), they an also be expressed as funtions of Ψ†, and verify
b(k) = [b†(k)]†, d†(k) = [d(k)]†. (9.48)
In order to perform a anonial quantization along the string world sheet, let us pos-
tulate the antiommutation rules, at equal times, between the spinor elds{
Ψi(t, ~x),Ψ
†j(t, ~x′)
}
= δ(z − z′) (Γ0)j
i
(x⊥, x
′
⊥), (9.49)
where Γ0 is a matrix with respet to spinor omponents whose utility will be justied
later, and whih reads
Γ0(x⊥, x′⊥) =
1
2m2
(
ωI− kγ0γ3) [u(k, x⊥)u†(k, x′⊥) + v(k, x⊥)v†(k, x′⊥)] . (9.50)
Note that Γ0 does not depend on ω and k. Expliit alulations show that the rst terms
involving ω and k are mixed with u(k) and v(k), and yield Lorentz invariant quantities,
suh as m. Moreover, Γ0 has the following orthonormalization properties
û†(k, x⊥) Γ0(x⊥, x′⊥) û(k, x
′
⊥) = 2ω ν(r)ν(r
′)
û†(k, x⊥) Γ0(x⊥, x′⊥) v̂(−k, x′⊥) = 0,
(9.51)
and similar relationships are obtained for v̂ by swapping û and v̂.
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The antiommutation rules for the Ψ Fourier oeients are immediately obtained
from Eqs. (9.42), (9.46), (9.48), and Eq. (9.49), using the properties of Γ0 in Eq. (9.51),
and read {
b(k), b†(k′)
}
=
{
d(k), d†(k′)
}
= 2π2ωδ(k − k′),
(9.52)
with all the other antiommutators vanishing. As a result, the Fourier oeients b† and
d† behave as well dened reation operators, whereas their omplex onjugates, b and d,
at as annihilation operators of a partile and antipartile massive state, respetively.
In order to verify the miroausality of the theory and to justify, a posteriori, the ansatz
of Eq. (9.49), let us derive the antiommutator between the quantum eld operators Ψ
and Ψ†, at any time. The Ψ expansion in Eq. (9.41) and its omplex onjugate yield
{
Ψi(x),Ψ
†j(x′)
}
=
∫
dk dk′
(2π)22ω2ω′
[{
b†(k), b(k′)
}
ui(k, x⊥)u†j(k′, x′⊥)e
i[(ωt−ω′t′)−(kz−k′z′)]
+
{
d(k), d†(k′)
}
vi(k, x⊥)v†j(k′, x′⊥)e
−i[(ωt−ω′t′)−(kz−k′z′)]
]
. (9.53)
Using Eq. (9.52), this equation simplies to involve tensorial produts of unit spinors
evaluated at the same momentum. It is therefore onvenient to introdue two additional
matries, namely Γ3(x⊥, x′⊥) and M(x⊥, x′⊥), whih verify
u(k, x⊥)u†(k, x′⊥) = ωΓ
0(x⊥, x′⊥)− kΓ3(x⊥, x′⊥)−M(x⊥, x′⊥)
v(k, x⊥)v†(k, x′⊥) = ωΓ
0(x⊥, x′⊥)− kΓ3(x⊥, x′⊥) +M(x⊥, x′⊥).
(9.54)
From Eq. (9.39), these matries are simply related to Γ0 by
Γ3(x⊥, x′⊥) = Γ
0(x⊥, x′⊥) γ
3γ0,
M(x⊥, x′⊥) = Γ0(x⊥, x′⊥)Md(x′⊥)γ0, (9.55)
where Md(x⊥) is the diagonal matrix
Md(x⊥) = mDiag
(
α3(r)
α1(r)
e−inθ,
α4(r)
α2(r)
e−inθ,
α1(r)
α3(r)
einθ,
α2(r)
α4(r)
einθ
)
. (9.56)
From Eqs. (9.54) and (9.55), the antiommutator (9.53) redues to{
Ψ(x),Ψ†(x′)
}
=
[
Γ0(x⊥, x′⊥) i∂0 + Γ
3(x⊥, x′⊥) i∂3 +M(x⊥, x′⊥)
]
× i∆(x‖ − x′‖), (9.57)
where x‖ = (t, z), and ∆ is the well-known Pauli Jordan funtion whih reads
i∆(x‖ − x′‖) =
∫
dk
2π2ω
[
e−ik(x‖−x
′
‖) − eik(x‖−x′‖)
]
, (9.58)
and vanishes outside the light one. As a result, the quantum elds indeed respet miro-
ausality along the string. The matries Γµ appear as the analogues of the matries γµ for
the Dira spinors living in the vortex. The two-dimensional quantization along the string
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is thus not independent of the transverse struture. It is all the more so manifest in the
antiommutator expression between Ψ and Ψ : from Eq. (9.57), and using Eq. (9.55), one
gets {
Ψ(x),Ψ(x′)
}
= Γ0(x⊥, x′⊥)
[
iγ0∂0 + iγ
3∂3 +Md(x′⊥)
]
i∆(x‖ − x′‖). (9.59)
The matrix Γ0 now appears learly as a loal transverse normalization of the longitudinal
quantum eld operators. Note that the mass term also depends on the transverse oordi-
nates due to the nontrivial prole of the Higgs eld around the string. Moreover, setting
t = t′ in Eq. (9.57), leads to the postulated antiommutator at equal times (9.49), and
therefore justies the introdution of the Γ0 term.
Fok states
In the following, |P〉 will design a Fok state onstruted by applying reation operators
assoiated with a massive mode m, on the relevant string vauum. Suh a state was
similarly dened for zero modes in Ref. [303℄. From the antiommutators (9.52), a massive
Ψ state with momentum k is now normalized aording to
〈k′|k〉 = 2π2ωδ(k − k′). (9.60)
Similarly, it will turn out to be onvenient to derive the average of the oupation number
operator sine it will appear in the derivation of the equation of state. From Eq. (9.52),
and for a Ψ massive mode, it reads
〈P|b†(k)b(k′)|P〉
〈P|P〉 =
2π
L
2ω2π
∑
i
δ(k − ki)δ(k′ − ki), (9.61)
where the summation runs over all Ψ massive partile states present in the relevant m
Fok state |P〉, and L is the physial string length, oming from the δ(0) regularization
by means of Eq. (9.42).
9.4.2 Stress tensor and Hamiltonian
The lassial stress tensor an immediately be derived from variation of the full La-
grangian (9.1) with respet to the metri, and the Ψ fermioni part thus reads [303℄
T µνψ =
i
2
Ψγ(µ∂ν)Ψ− i
2
[
∂(µΨ
]
γν)Ψ−B(µjν)
ψ
. (9.62)
Hamiltonian
The quantum operators assoiated with the lassially onserved harges an be ob-
tained by replaing the lassial elds by their quantum forms involving reation and
annihilation operators. In this way, the Hamiltonian appears, from Noether theorem, as
the harge assoiated with the time omponent of the energy momentum tensor
T ttψ = iΨγ
0∂tΨ− i
(
∂tΨ
)
γ0Ψ. (9.63)
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Using Eqs. (9.39) and (9.41) in the previous equation, and performing a spatial integration,
the Hamiltonian operator reads, after some algebra,
P tψ =
∫
dk
2π2ω
∫
d2x⊥
[−b(k)b†(k) + d†(k)d(k)]u(k, x⊥)γ0u(k, x⊥). (9.64)
In order to simplify this expression, let us introdue the parameters
Σ
2
X = α
2
2 + α
2
3, and Σ
2
Y = α
2
1 + α
2
4. (9.65)
From Eq. (9.39), the Hamiltonian now reads
P tψ =
∫
dk
2π2ω
[−b(k)b†(k) + d†(k)d(k)] [(ω − k)||Σ2X||+ (ω + k)||Σ2Y||] , (9.66)
with
||Σ2|| =
∫
r dr dθΣ
2
=
∫
̺ d̺ Σ˜2(̺). (9.67)
Analogous relations also hold for the X eld. It is interesting to note that Eq. (9.66)
generalizes the expression previously derived in the zero modes ase [303℄, being found
again by setting ω = −k for the Ψ zero modes, or ω = k for the X ones. The normal
ordered Hamiltonian is obtained if one uses the antiommuting normal ordered produt
for reation and annihilation operators, i.e.
: P tψ :=
∫
dk
2π2ω
[
b†(k)b(k) + d†(k)d(k)
] [
(ω − k)||Σ2X||+ (ω + k)||Σ2Y||
]
. (9.68)
Sine ω ≥ k, this Hamiltonian is always positive denite and is thus well dened. Note
that, as in the zero mode ase, suh a presription overlooks the energy density dierene
between the vauum on the string and the usual one, but it an be shown to vary as 1/L2
and therefore goes to zero in the innite string limit [303, 143, 205℄.
Eetive stress tensor
In order to make ontat with the marosopi formalism [80, 71, 70, 63℄, it is ne-
essary to express the lassially observable quantities with no expliit dependene in the
mirosopi struture. The relevant two-dimensional fermioni energy momentum tensor
an be identied with the full one in Eq. (9.62), one the transverse oordinates have been
integrated over. Due to the ylindrial symmetry around the string diretion, z say, all
nondiagonal omponents, in a Cartesian basis, involving a transverse oordinate vanish
after integration. Moreover, sine the fermion elds are normalizable in the transverse
plane, the diagonal terms, T rrF and T
θθ
F , are also well dened, and by means of loal trans-
verse stress tensor onservation, the integrated diagonal omponents, T xxF and T
yy
F , also
vanish [280, 279℄. As expeted, the only relevant terms in the marosopi formalism are
thus T αβF with α, β ∈ {t, z}, i.e. the ones that live only in the string world sheet. On the
other hand, the marosopi limit of the involved quantum operators is simply obtained
by taking their average over the relevant Fok states.
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Replaing the quantum elds in Eq. (9.62) by their expansion (9.41), and using
Eq. (9.39), one gets the quantum expression of the energy momentum tensor. Averag-
ing the relevant omponents T αβψ in the Fok state |P〉, by means of Eqs. (9.39) and
(9.61), one obtains
〈: T ttψ :〉P =
1
L
 Nψ∑
i
u(ki)γ
0u(ki) +
Nψ∑
j
u(kj)γ
0u(kj)
 , (9.69)
〈: T zzψ :〉P =
1
L
 Nψ∑
i
ki
ωi
u(ki)γ
3u(ki) +
Nψ∑
j
kj
ωj
u(kj)γ
3u(kj)
 , (9.70)
〈: T tzψ :〉P =
1
2L

Nψ∑
i
[
u(ki)γ
3u(ki) +
ki
ωi
u(ki)γ
0u(ki)
]
+ (i, Nψ)↔ (j, Nψ)
 , (9.71)
where the i summations run over the Nψ partile states with momentum ki involved
in the Fok state |P〉, while the j summations take are of the Nψ antipartile states
with momentum kj , all with mass m. In order to simplify the notation, the transverse
dependene of the unit spinors have not been written, and the averaged operators stand
for
〈T αβ〉P = 〈P|T
αβ|P〉
〈P|P〉 . (9.72)
Similarly, the same relationships an be derived for the X eld, by replaing the Ψ unit
spinors by the X ones with the orret angular dependene, and ertainly, in another mass
representationmχ. One the transverse oordinates have been integrated over, Eqs. (9.69),
(9.70), and (9.71), lead to the two-dimensional Ψ stress tensor
〈T αβψ 〉P =
EψP ||Σ2Y||+ EψP ||Σ2X||
EψP + PψP
2
||Σ2Y|| −
EψP − PψP
2
||Σ2X||
EψP + PψP
2
||Σ2Y|| −
EψP − PψP
2
||Σ2X|| PψP ||Σ2Y|| − P ψP ||Σ2X||
 ,
(9.73)
with the notations
EψP =
1
L
 Nψ∑
i
(ωi + ki) +
Nψ∑
j
(ωj + kj)
 ,
EψP =
1
L
 Nψ∑
i
(ωi − ki) +
Nψ∑
j
(ωj − kj)
 , (9.74)
9.4. Fok spae for massive modes 199
and
PψP =
1
L
 Nψ∑
i
ki
ωi
(ωi + ki) +
Nψ∑
j
kj
ωj
(ωj + kj)
 ,
P ψP =
1
L
 Nψ∑
i
ki
ωi
(ωi − ki) +
Nψ∑
j
kj
ωj
(ωj − kj)
 .
(9.75)
Reall that the full eetive energy momentum tensor also involves the Higgs and gauge
elds of the vortex bakground. Sine they essentially desribe a Goto-Nambu string [161,
261℄, their transverse integration yields a traeless diagonal tensor∫
r dr dθ
(
T ttg + T
tt
h
)
= −
∫
r dr dθ
(
T zzg + T
zz
h
) ≡M2. (9.76)
Note that the full stress tensor may also involve several massive Ψ and X states, with
dierent masses belonging to the spetrum. In this ase, there will be as many additional
terms in the form of Eq. (9.73), as dierent massive states there are in the hosen Fok
states.
9.4.3 Fermioni urrents
The quantum urrent operators an be derived from their lassial expressions (9.14)
by using Eq. (9.41), while the orresponding onserved harges are obtained from their
spatial integration. By means of Eq. (9.61), the urrent operator, averaged in the relevant
Fok state |P〉, reads
〈: jαF :〉P = q
cFR + cFL
2
1
L
− NF∑
i
uiγ
αui
ωi
+
NF∑
j
ujγ
αuj
ωj

+ q
cFR − cFL
2
1
L
− NF∑
i
uiγ
αγ5ui
ωi
+
NF∑
j
ujγ
αγ5uj
ωj
 , (9.77)
with α ∈ {t, z}, and one again, the sums run over Ψ, or X , partile and antipartile
states. The ui are the unit spinors assoiated with the eld dealt with. Conerning the
transverse omponents, due to the properties of the unit spinors u and v in Eq. (9.39),
only the orthoradial one does not vanish and reads
〈: jθF :〉P = −q
cFR + cFL
2
1
L
 NF∑
i
uiγ
θui
ωi
+
NF∑
j
ujγ
θuj
ωj

− q cFR − cFL
2
1
L
 NF∑
i
uiγ
θγ5ui
ωi
+
NF∑
j
ujγ
θγ5uj
ωj
 , (9.78)
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whereas 〈: jrF :〉 = 0 due to the bound state nature of the studied urrents. As expeted,
the gauge harges arried by eah trapped fermion in the form of massive mode, generate
only marosopi harge and urrent densities along the string, as was the ase for the
zero modes [303℄. However, the nonvanishing orthoradial omponent shows that the loal
harges also wind around the string while propagating in the z diretion, as suggested
by the above numerial studies. However, this omponent will be no longer relevant in
the marosopi formalism, sine it vanishes in a Cartesian basis, one the transverse
oordinates have been integrated over.
Nevertheless, this nonzero angular momentum of the massive modes is found to generate
new properties for the longitudinal urrents. Let us fous on the vetorial gauge urrents
generated by one exitation state, with energy ω and momentum k, of a Ψ massive mode,
m say. From Eq. (9.77), using Eqs. (9.39) and (9.65), the world sheet vetorial harge
urrent reads
〈: j0ψV :〉ε = −q
cψR + cψL
2
ε
L
[(
1 +
k
ω
)
Σ
2
Y +
(
1− k
ω
)
Σ
2
X
]
, (9.79)
〈: j3ψV :〉ε = −q
cψR + cψL
2
ε
L
[(
1 +
k
ω
)
Σ
2
Y −
(
1− k
ω
)
Σ
2
X
]
, (9.80)
where ε = ±1 stands a one partile or antipartile exitation state. Now, even setting k = 0
in the previous equations yields a nonvanishing spatial urrent. Physially, it an be simply
interpreted as an anomalous magneti-like moment of the onsidered massive mode in its
rest frame. Examining Eq. (9.80) shows that it ould be null only if Σ
2
Y(r) = Σ
2
X(r),
whih is generally not satised due to the partiular shapes of massive spinor omponents
trapped in the string (see Se. 9.3). These ones being assoiated with nonzero winding
numbers, it is therefore not surprising that, even for a massive stationary state along
the string, the nonvanishing harge angular momentum around the string generates suh
additional magnetilike moment. Note that it does not onern the zero modes, rst
beause they preisely involve vanishing winding numbers [303℄, and then beause for
them, there is no dened rest frame due to their vanishing mass. Obviously, this property
an be generalized for the axial part of the urrent, and thus is also valid for the total
urrent of any massive spinor eld trapped in the string.
All the above onstrution of the Fok spae and the derivation of the quantum op-
erators assoiated with the energy momentum tensor and gauge urrents remains valid
for eah Ψ and X massive mode. More preisely, the other masses belonging to the Ψ
spetrum verify analogous relationships provided m is replaed by the relevant one, as
for the unit spinors. In addition, the X massive states require to transform n → −n in
Eq. (9.56), due to their oupling to the antivortex. At this stage, the averaged values of
the stress tensor and urrents have been obtained, and therefore allow the derivation of
an equation of state, one the Fok states are known.
9.5 Equation of state
The energy per unit length and tension in a given Fok state |P〉 are basially the eigen-
values assoiated with timelike and spaelike eigenvetors of the eetive two-dimensional
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full stress tensor. Obviously this one inludes the lassial Goto-Nambu term resulting of
the string forming Higgs and gauge elds [see Eq. (9.76)℄, with the fermioni part gener-
ated by the massive urrents [see Eq. (9.73)℄. Moreover, in order to desribe the string by
an adequate marosopi formalism, it is neessary to hoose a quantum statistis for the
relevant Fok states, and for energy sales far below the ones where the string was formed,
it is reasonable to onsider a Fermi-Dira distribution at zero temperature [303, 283℄. In
the following, the equation of state is rst derived for the lowest massive modes assoiated
with the Ψ and X eld, and simplied in the zero-temperature and innite string limit.
As a seond step, these derivations are generalized to any number and kind of trapped
fermioni mode.
9.5.1 Lowest massive modes
Energy per unit length and tension
In this setion, we will only onsider the lowest massive modes belonging to the Ψ and
X mass spetrums, with masses mψ and mχ, respetively. From Eqs. (9.73) and (9.76),
the full eetive energy momentum tensor reads
〈T αβ〉P =
∫
r dr dθ
(
T αβg + T
αβ
h
)
+ 〈Tαβψ 〉P + 〈T
αβ
χ 〉P , (9.81)
where T
αβ
χ takes the same form as T
αβ
ψ in Eqs. (9.73) and (9.74) one the Ψ relevant
parameters have been replaed by the X ones. In the preferred frame where the stress
tensor is diagonal, we an identify its timelike and spaelike eigenvalues with energy per
unit length U and tension T . Upon using Eqs. (9.73), (9.76), and (9.81), these read
UP = M2 +
∑
F∈{Ψ,X}
(
EF − PF
2
||Σ2YF ||+
EF + PF
2
||Σ2XF ||
)
+
 ∑
F∈{Ψ,X}
(EF + PF) ||Σ2YF || ×
∑
F∈{Ψ,X}
(
EF − PF
) ||Σ2XF ||
1/2 ,(9.82)
for the energy per unit length, and
TP = M2 +
∑
F∈{Ψ,X}
(
EF − PF
2
||Σ2YF ||+
EF + PF
2
||Σ2XF ||
)
−
 ∑
F∈{Ψ,X}
(EF + PF) ||Σ2YF || ×
∑
F∈{Ψ,X}
(
EF − PF
) ||Σ2XF ||
1/2 ,(9.83)
for the tension. It is interesting to note rst that UP + TP 6= 2M2, and thus the xed
trae equation of state previously found for zero modes [303, 283℄ is no longer veried
by massive modes, as expeted sine they are no longer eigenstates of the γ0γ3 operator.
Moreover, the expression of energy density and tension does not seem to involve the
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onserved harge urrent magnitude, whih played the role of a state parameter in the
ase of a salar ondensate in a osmi string [80, 71, 70, 63, 282℄. In fat, as it was the ase
at zeroth order for the zero modes [303℄, the harge urrents are only involved in the stress
tensor through their oupling to the gauge eld [see Eq. (9.62)℄. At zeroth order, when
the bak reation is negleted, the only nonvanishing omponent of the gauge eld is Bθ,
and it therefore ouples only with jθF , whih vanishes one the transverse oordinates have
been integrated over. As a result, it is not surprising that the equation of state does not
involve the fermioni urrents without bak reation. As a result, it is more natural from
quantization to dene the oupation numbers of the involved speies as state parameters.
Zero-temperature and innite string limit
Assuming a Fermi-Dira distribution at zero temperature for the exitation states, the
sums involved in Eq. (9.74) run over the suessive values of the allowed momentum ki
until the Fermi level of the onsidered speies is reahed. With periodi boundary ondi-
tions on spinor elds, the allowed momentum exitation values are disretized aording
to
kn =
2π
L
n, (9.84)
where n is an integer, playing the role of a quantum exitation number. As a result, in the
relevantm representation of eah eld, the exitation energies ωi are also disrete aording
to Eq. (9.38), and for the Ψ eld, the parameters Eψ and Pψ in Eq. (9.74) simplify to
sums of radial funtion of n, with n running from the vauum to the last lled state. In
order to express them as expliit funtions of the relevant Fermi level, it is onvenient to
onsider the innite string limit L→∞. In this limit one gets
lim
L→∞
1
L
N+ψ∑
i=−N−ψ
f(ki) =
1
2π
∫ 2πρ+ψ
−2πρ−ψ
dk f(k), (9.85)
where ρ±ψ = N
±
ψ /L are the Ψ up and down mover densities, N
+
ψ , N
−
ψ standing for the
number of Ψ partile moving in the +z or −z diretions, respetively. Note that the total
number of partiles of this kind is thus Nψ = N
+
ψ +N
−
ψ + 1 sine there is the additional
rest state obtained for k = 0. After some algebra in Eq. (9.74), using Eq. (9.85), the
parameters, for the Ψ eld, read
Eψ =
m2
4π
{
ρ˜+
2
ψ − ρ˜−
2
ψ +
(
ρ˜+ψ
√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
−
ψ
√
1 + ρ˜−
2
ψ
)
+ ln
[(√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
+
ψ
)(√
1 + ρ˜−
2
ψ + ρ˜
−
ψ
)]}
+
(
ρ˜±ψ ↔ ρ˜
±
ψ
)
, (9.86)
Pψ =
m2
4π
{
ρ˜+
2
ψ − ρ˜−
2
ψ +
(
ρ˜+ψ
√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
−
ψ
√
1 + ρ˜−
2
ψ
)
− ln
[(√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
+
ψ
)(√
1 + ρ˜−
2
ψ + ρ˜
−
ψ
)]}
+
(
ρ˜±ψ ↔ ρ˜
±
ψ
)
, (9.87)
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where ρ˜ψ stands for the dimensionless Ψ mover density
ρ˜ψ =
2π
m
ρψ, (9.88)
while ρ˜ψ is dened in the same way for the Ψ antipartile states. Similarly, the two other
parameters Eψ and Pψ read
Eψ =
m2
4π
{
−ρ˜+2ψ + ρ˜−
2
ψ +
(
ρ˜+ψ
√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
−
ψ
√
1 + ρ˜−
2
ψ
)
+ ln
[(√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
+
ψ
)(√
1 + ρ˜−
2
ψ + ρ˜
−
ψ
)]}
+
(
ρ˜±ψ ↔ ρ˜
±
ψ
)
, (9.89)
P ψ =
m2
4π
{
ρ˜+
2
ψ − ρ˜−
2
ψ −
(
ρ˜+ψ
√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
−
ψ
√
1 + ρ˜−
2
ψ
]
+ ln
[(√
1 + ρ˜+
2
ψ + ρ˜
+
ψ
)(√
1 + ρ˜−
2
ψ + ρ˜
−
ψ
)]}
+
(
ρ˜±ψ ↔ ρ˜
±
ψ
)
. (9.90)
Note that these parameters depend dierently on the up and down mover densities as
expeted for hiral oupling of the fermions to the string forming Higgs eld. Reall that
in the massless ase the zero modes assoiated with the Ψ and X elds an only propagate
in the −z and +z diretion respetively [362, 303, 195℄. The same relationships also hold
for the X eld by using the relevant dimensionless mover densities ρ˜±χ and ρ˜
±
χ . Although
the equation of state an be derived as a funtion of these four parameters for eah fermion
eld F , it is onvenient at this stage to perform some physial simpliations. Contrary to
the zero mode ase, the oupling between massive partiles and antipartiles of the same
speies F does not vanish along the string. As a result, it is reasonable to onsider that
the only kind surviving at zero temperature orresponds to the one whih was in exess
in the plasma in whih the string was formed during the phase transition. On the other
hand, the energetially favored distribution at zero temperature involves neessarily the
same number of F up and down movers, eah lling the aessible states living on eah
branh of the mass hyperbola (see Fig. 9.9). As a result, in the onsidered energy sale,
it seems reasonable to onsider only one state parameter per mass instead of the four
initially introdued by quantization, namely ρ˜F = ρ˜+F = ρ˜
−
F , for a plasma dominated by
partiles, say. Setting these simpliations in Eqs. (9.86) to (9.90), by means of Eqs. (9.82)
and (9.83) the energy density and the tension assoiated with the lowest massive modes
now read
U = M2 +
1
2π
∑
F
m2F ln
(√
1 + ρ˜2F + ρ˜F
)
+
1
π
(∑
F
m2F ||Σ2YF || ρ˜F
√
1 + ρ˜2F ×
∑
F
m2F ||Σ2XF || ρ˜F
√
1 + ρ˜2F
)1/2
, (9.91)
T = M2 +
1
2π
∑
F
m2F ln
(√
1 + ρ˜2F + ρ˜F
)
−1
π
(∑
F
m2F ||Σ2YF || ρ˜F
√
1 + ρ˜2F ×
∑
F
m2F ||Σ2XF || ρ˜F
√
1 + ρ˜2F
)1/2
. (9.92)
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Fig. 9.9: The lling of massive states trapped in the string, as expeted in the zero-
temperature limit, for a partiular mass and for one speies, Ψ or X say. All antipartiles
have disappeared by annihilation with partiles during ooling, and the interations be-
tween partiles moving in opposite diretions, as their oupling to the gauge eld, lead
to the energetially favored onguration with same number of up and down movers.
Obviously, the Fermi level is neessarily below the vauum mass of the relevant fermion.
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The sum runs over the two lowest massive bound states, eah one being assoiated to the
two fermion elds trapped in the vortex, namely Ψ and X , and have mψ and mχ masses,
respetively. As a result, the equation of state involves two independent parameters, ρ˜ψ and
ρ˜χ, in the zero-temperature and innite string limit. The energy per unit length and the
tension have been plotted in Fig. 9.10, for the lowest massive modes in the nonperturbative
setor. The urves are essentially the same in the perturbative setor, but the variations
around the Goto-Nambu ase U = T = M2 are muh more damped. For reasonable values
of the transverse normalizations, e.g. ||Σ2X|| ∼ ||Σ2Y|| ∼ 0.5, and for small values of the
dimensionless parameters ρ˜ψ and ρ˜χ, the energy density is found to grow linearly with ρ˜ψ
and ρ˜χ, whereas the tension varies quadratially. As an be seen in Eq. (9.91), due to the
minus sign in T , all linear terms in ρ˜ vanish near origin, whereas it is not the ase for the
energy density. However, for higher values of the densities, the quadrati terms dominate
and both energy density and tension end up being quadrati funtions of ρ˜. On the other
hand, aording to the marosopi formalism [80, 71, 70, 63℄, the string beomes unstable
with respet to transverse perturbations when the tension takes on negative values, as in
Fig. 9.10 for high densities. Moreover, the derease of the tension is more damped in
the perturbative setor, and the negative values annot atually be reahed for aeptable
values of ρ˜, i.e. ρ˜ < mf/m. As a result, the rapid derease of the tension with respet to the
fermion densities onstrains the nonperturbative setor where the string is able to arry
massive fermioni urrents. For eah mass, the higher aeptable value of the ρ˜ ensuring
transverse normalizability is roughly mf/m, and from Eq. (9.91), the tension beomes
negative at this density form2f ∼ 4πM2. Muh higher values ofmf will thus yield to empty
massive states. As previously noted, the energy density and tension for massive modes no
longer verify the xed trae equation of state found with the zero modes alone. As a result,
the longitudinal perturbation propagation speed c2L = −dT/dU is no longer equal to the
speed of light, and it is even no longer well dened sine the equation of state involves more
than one state parameter. A neessary ondition for longitudinal stability an nevertheless
be stated by verifying that all the perturbation propagation speeds −(∂T/∂ρ˜)/(∂U/∂ρ˜)
obtained from variation of only one state parameter are positive and less than the speed of
light. The longitudinal and transverse perturbation propagation speeds, c2L and c
2
T = T/U ,
respetively, have been plotted in Fig. 9.11 in the ase where there is only one speies
trapped as massive mode, Ψ or X say. It is interesting to note that there is a transition
between a supersoni regime obtained at low fermion density, and a subsoni at high
fermion density. Moreover, the transition density between the two regimes is all the more
so high as the oupling onstant mf/mh is weak. It is not surprising to reover suh zero-
mode-like subsoni behavior [303, 283℄ for densities muh higher than the rest mass, sine
in these ases the ultrarelativisti limit applies. On the other hand, sine the mass of the
massive mode dereases with the oupling onstant as in Fig. 9.5, the transition will our
earlier in the nonperturbative setor, as an be seen in Fig. 9.12. Note that the subsoni
region is also limited by the maximum allowed values of the massive fermion densities, i.e,
∼ mf/m, and the regions of transverse instabilities where c2T beomes negative. Inlusion
of the other speies does not hange signiantly these behaviors, the main eet being
to lower c2T with respet to the other fermion density, as an be seen in Fig. 9.10. The
urrent magnitude an also be derived from the averaged urrent operators in the zero
temperature and innite string limit. From Eq. (9.77), using Eqs. (9.39) and (9.61), one
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Fig. 9.10: The energy per unit length and the tension, in unit of M2, for the lowest
massive modes alone, plotted as funtion of the dimensionless eetive densities of the
two fermion elds, ρ˜ψ and ρ˜χ. The parameters have been hosen in the nonperturbative
setor, with mf/mh ∼ 3 and mχ ∼ mψ ∼ 0.6mf . Note the linear variation of the energy
density near the origin whereas the tension varies quadratially. Moreover, in the allowed
range for fermion densities, i.e. less than the fermion vauum mass, the tension vanishes
and the string beomes unstable with respet to transverse perturbations.
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Fig. 9.11: The squared longitudinal and transverse perturbations propagation speeds for
one massive speies only, plotted as funtions of the dimensionless fermion density ρ˜, for
two values of the oupling onstant mf/mh. Note the transition between subsoni and
supersoni behaviors takes plae at a ross density, ρ˜× say, whih dereases with the
oupling onstant (see Fig. 9.12).
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Fig. 9.12: The ross dimensionless density ρ˜×, i.e. the dimensionless fermion density for
whih the transverse and longitudinal perturbation propagation speeds are equal, plotted
as funtion of the oupling onstant mf/mh, for one massive speies only. The dashed
urve shows the maximum allowed values mf/m of the massive fermion density ensuring
transverse normalizability. The transition from supersoni regime to subsoni an thus
ours only in the nonperturbative setor, below this frontier.
208 Chapitre 9. Modes massifs (artile)
the transverse oordinates have been integrated over, the world sheet omponents read
〈j0〉 = −
∑
F
mF
π
(
qcFR||α21 + α22||+ qcFL ||α24 + α23||
)
ρ˜F ,
〈j3〉 = −
∑
F
mF
π
(
qcFR||α21 − α22||+ qcFL ||α24 − α23||
)
ρ˜F .
(9.93)
The urrent magnitude C2 = 〈j0〉2 − 〈j3〉2 therefore reads
C2 = 4
(∑
F
mF
π
FYF ρ˜F
)(∑
F
mF
π
FXF ρ˜F
)
, (9.94)
where FXF and FYF denote the transverse eetive harges
FYF = qcFR||α21||+ qcFL ||α24||
FXF = qcFR||α22||+ qcFL ||α23||, (9.95)
already introdued for the zero mode urrents [303℄. In the ase of one massive speies
only, the harge urrent magnitude simplies to
C2 = 4m
2
π2
FXFYρ˜
2, (9.96)
and thus the sign of C2 is only given by the sign of FXFY, whih is generally positive
for reasonable values of the transverse normalizations, e.g. ||Σ2X|| ∼ ||Σ2Y|| ∼ 0.5. As a
result, the harge urrent generated by only one massive speies is always timelike [108℄,
ontrary to the zero mode harge urrent whih was found to be possibly timelike, but also
spaelike [303℄, owing to the allowed exitations of antipartile zero mode states. As noted
above, the antipartile states annot exist for massive modes due to the nonvanishing ross
setion along the string between massive partiles and antipartiles. Moreover, and as it
was the ase for the zero modes, unless there is only one massive speies trapped in the
string, the magnitude of the harge urrent is not a suient state parameter, ontrary
to the bosoni urrent-arrier ase [282℄.
9.5.2 General ase
From the numerial approah in Se. (9.3.2), as soon as the nonperturbative setors
are onsidered, additional massive bound states beome relevant, and it is reasonable to
onsider that, in the zero-temperature limit, all these aessible massive states will be also
be lled. Moreover, the omplete desription of the string state also requires the inlusion
of the zero modes in addition to the massive ones.
Full stress tensor
The eetive two-dimensional energy momentum tensor, involving all trapped modes
in the osmi string, an be obtained from Eq. (9.81) by replaing the sum over the two
9.5. Equation of state 209
lowest massive modes with the sum over all the aessible masses, plus the zero mode
terms previously derived in Ref. [303℄. In the preferred frame where the stress tensor is
diagonal, after some algebra, the energy density and tension therefore read
U = M2 +
1
2π
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ln
(√
1 + ρ˜2Fℓ + ρ˜Fℓ
)
+
1
π
[(
4π2R2χ +
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ||Σ2YFℓ|| ρ˜Fℓ
√
1 + ρ˜2Fℓ
)
×
(
4π2R2ψ +
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ||Σ2XFℓ|| ρ˜Fℓ
√
1 + ρ˜2Fℓ
)]1/2
, (9.97)
T = M2 +
1
2π
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ln
(√
1 + ρ˜2Fℓ + ρ˜F
)
− 1
π
[(
4π2R2χ +
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ||Σ2YFℓ|| ρ˜Fℓ
√
1 + ρ˜2Fℓ
)
×
(
4π2R2ψ +
∑
F ,ℓ
m2Fℓ ||Σ2XFℓ|| ρ˜Fℓ
√
1 + ρ˜2Fℓ
)]1/2
. (9.98)
The sums run over all aessible massive bound states ℓ with masses mFℓ of eah fermion
F , i.e. Ψ and X . The additional parameters Rχ and Rψ are the partile densities trapped
in the string in the form of zero modes, for the X and Ψ eld, respetively, with same
notation as in Ref. [303℄. Note that the zero mode ontribution an also be obtained from
the null mass limit in Eq. (9.91). As a result, the full expression of energy per unit length
and tension seems to involve as many state parameters as trapped modes in the string.
Equation of state
As for the lowest massive modes, it is onvenient to perform some approximations ow-
ing to the energetially favored lling of the involved states, in the zero-temperature limit.
In partiular, it is reasonable to onsider that the nonvanishing ross setions between
massive modes, and between zero modes and massive modes, lead to the lling of all the
aessible states with energy lower than a Fermi energy, EF say, for eah fermion eld
F . As a result, the energetially favored lling takes plae by suessive jumps from the
lower masses to the highest ones, until the last mass hyperbola with mFℓ ∼ EF is reahed.
Obviously, this lling begins with the zero modes, next with the lowest massive modes
and so on. On the other hand, only the partile states are assumed to be relevant beause
of the assumed annihilation of the antipartile states, as disussed in Se. (9.5.1). As a
result, the Fermi levels, νF say, an be dened through the zero modes lling only, as the
line densities of zero mode exitations trapped in the string (see Fig. 9.13), and thus play
the role of state parameters. Aording to the so-dened state parameters, the massive
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Fig. 9.13: The aessible states, for the X fermions, in the zero-temperature limit. The
zero modes are represented by the hiral line ω = k, while the massive modes appear as
mass hyperbolae. The Fermi levels are therefore dependent of the onsidered energy sale
E , sine the lling is performed by suessive jumps from the zero modes to the massive
ones, with mℓ ∼ E . As a result, under these approximations, eah trapped speies leads
to only one state parameter whih an be identied with the Fermi level of the zero mode
exitations, namely ν = E/2π. Note that the antipartile states have not been represented
due to their assumed annihilation.
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exitation densities ρFℓ , in Eqs. (9.97) and (9.98), redue to
ρFℓ =
(
νF − mFℓ
2π
)
Θ
(
νF − mFℓ
2π
)
, (9.99)
with Θ funtion is the Heavyside step funtion, as expeted for energy sales less than
the rest mass of the onsidered massive mode. The zero mode density simply reads
RF = νF , (9.100)
for zero mode partile states alone. From Eqs. (9.99) and (9.100), and the denition of
the dimensionless densities in Eq. (9.88),
ρ˜Fℓ =
2π
mFℓ
ρFℓ , (9.101)
the energy per unit length and the tension now depend expliitly of the two state param-
eters only, namely νψ and νχ. By means of Eq. (9.97), the energy density reads
U = M2 +
1
2π
∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ln
√1 + ( 2π
mFℓ
νF − 1
)2
+
2π
mFℓ
νF − 1

+
1
π
(2πνχ)2 + ∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ||Σ2YFℓ||
(
2π
mFℓ
νF − 1
)√
1 +
(
2π
mFℓ
νF − 1
)21/2
×
(2πνψ)2 + ∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ||Σ2XFℓ||
(
2π
mFℓ
νF − 1
)√
1 +
(
2π
mFℓ
νF − 1
)21/2 ,(9.102)
while the tension is obtained from Eq. (9.98),
T = M2 +
1
2π
∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ln
√1 + ( 2π
mFℓ
νF − 1
)2
+
2π
mFℓ
νF − 1

− 1
π
(2πνχ)2 + ∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ||Σ2YFℓ||
(
2π
mFℓ
νF − 1
)√
1 +
(
2π
mFℓ
νF − 1
)21/2
×
(2πνψ)2 + ∑
mFℓ≤2πνF
m2Fℓ ||Σ2XFℓ||
(
2π
mFℓ
νF − 1
)√
1 +
(
2π
mFℓ
νF − 1
)21/2 .(9.103)
The full energy per unit length and tension have been plotted in Fig. 9.14 for a ongu-
ration inluding two massive bound states, in addition to the zero mode ones. Due to the
zero-temperature limit, for densities smaller than the rst aessible mass, the Heavyside
funtions in Eq. (9.99) vanish, as a result, from Eqs. (9.102) and (9.103) the xed trae
equation of state is reovered [303℄ with
U = M2 + 4πνχνψ, T = M
2 − 4πνχνψ. (9.104)
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One the rst mass hyperbola is reahed, the behaviors of the energy per unit length
and tension are learly modied and beome very rapidly dominated by the mass terms,
and, as found for the lowest massive modes alone, the energy density begins to grow
linearly with respet to the state parameters, whereas the tension dereases quadratially.
Atually, the plotted urves in Fig. 9.14 show slope disontinuities eah time the phase
spae is enlarged due to the inome of aessible massive bound states (see Fig. 9.13).
On the other hand, it is reasonable to expet ompetition between the subsoni regimes
indued by zero mode urrents, or ultrarelativisti massive modes, and the supersoni
ones oming from massive urrents. In all ases, when the state parameters remain small,
only the hiral massless states are aessible and the regime is obviously subsoni, as an
be seen in Fig. 9.15. However, the massive mode lling modies radially this behavior,
and as found for the lowest massive modes alone, as soon as a mass hyperbola is reahed,
the longitudinal perturbations propagation speed falls drastially and ends up being less
than the transverse perturbation veloity. There is a rapid transition from the subsoni
to the supersoni regime. For higher densities ν, the behavior depends on the oupling
onstant. More preisely, in the nonperturbative setor, the ultrarelativisti limit an be
applied before the energy sales reah the fermion vauum masses, and thus the subsoni
regime is reovered, whereas it is not the ase in the perturbative setor, as an be seen
in Fig. 9.15.
Disussion
All these results have been derived without onsidering the bak reation eets in-
dued by the trapped harge urrents along the string [see Eq. (9.93)℄. As was already
disussed for the zero modes in Ref. [303℄, these urrents yield bak reated gauge eld,
Bt and Bz, whih might modify the vortex bakground and the fermioni equations of
motion. However, suh perturbations of the Higgs and orthoradial gauge eld proles
(see Fig. 9.1) an be negleted for BtB
t
and BzB
z
small ompared to the string forming
gauge eld BθB
θ ∼ m2b. Using Eqs. (9.40) and (9.93), the dimensionless harge urrents
assoiated with one massive bound state, and generating the dimensionless gauge elds
Bα/mb, roughly read
j˜α ∼ cF
cφ
ρ˜F
mF
2π2η
, (9.105)
with cF the fermion harges, i.e. cFR or cFL . As a result, the bak reation on the vortex
bakground is negligible as long as m < 2π2η, whih is learly satised in the full pertur-
bative setor. Moreover, sine mh = η
√
λ, the previous derivations of the equation of state
are also valid in the nonperturbative setor provided m < 2π2mh/
√
λ, and thus depend
on the values of self-oupling onstant of the Higgs eld λ, but also on the mass spetrum.
As an be seen in Fig. 9.5, the ratio m/mf dereases with the fermion vauum mass mf ,
as a result m/mh inreases all the more slowly, whih allows to have both mf > mh and
m < 2π2mh/
√
λ.
Moreover, in order for the new gauge elds Bt and Bz to not signiantly modify the
fermioni equations of motion, from Eq. (9.13), they have to verify qcφBα < ω ∼ mF . As
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Fig. 9.14: The energy per unit length and the tension plotted as funtion of the two state
parameters, i.e. the zero mode densities, in the nonperturbative setor mf/mh ∼ 4. Two
additional massive bound states have been onsidered with respetive masses m/mf ∼ 0.4
and m/mf ∼ 0.6. In the zero-temperature limit, the lling of the aessible states is
performed by suessive jumps as soon as the Fermi level reahes one mass hyperbola (see
Fig. 9.13). As a result, for the lowest values of the state parameters, only the zero modes
are relevant and the xed trae equation of state, U + T = 2M2, is veried, then the
rst and seond massive modes are suessively reahed and beome rapidly dominant.
As an be seen near the origin, the smooth variations indued by the zero modes appear
ompletely negligible ompared to the massive ones. In the perturbative setors, these
behaviors are essentially the same, but the indued variations of the density energy and
the tension are all the more small.
214 Chapitre 9. Modes massifs (artile)
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.2
0.4
0.6
0.8
1
ν
c2T
c2L
mf ∼ 4mh
0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15
0.2
0.4
0.6
0.8
1
ν
c2T
c2L
mf ∼ mh
Fig. 9.15: The squared longitudinal and transverse perturbation propagation speeds for
a spetrum involving two massive states in addition to the zero mode, plotted as fun-
tions of the state parameter νF of one speies, the other being xed to a partiular value.
The urves have been plotted for two values of the oupling onstant to the Higgs eld,
mf/mh ∼ 1 and mf/mh ∼ 4. Note the suessive transitions between subsoni and su-
personi behaviors aording to the allowed jumps to the mass hyperbolae. However, the
fermion vauum mass limit does not allow the ultrarelativisti limit to take plae in the
perturbative setor, as it was the ase for the lowest massive modes alone. In this ase,
the string dynamis follows a supersoni regime as soon as the rst massive bound state
is lled.
a result, Eq. (9.105), and Bα/mb ∼ j˜α yield the ondition
m2b
η2
cF
cφ
< 1. (9.106)
As expeted, it is essentially the same ondition as the one previously derived for the
zero modes alone [303℄. On the other hand, although the bak reation on the fermioni
equations of motion an deeply modify the zero mode urrents [302℄, sine the massive
bound states are no longer eigenstates of the γ0γ3 operator, it is reasonable to assume
that rather than modify their nature and existene signiantly, the bak reation gauge
elds may only modify their mass spetrum. In this sense, bak reation would indeed be
a orretion.
9.6 Conlusion
The relevant harateristi features of Dira fermions trapped in a osmi string in
the form of massive bound states have been study numerially, in the framework of the
Witten model, and in the neutral limit. By means of a two-dimensional quantization of the
assoiated spinor elds along the string world sheet, the energy per unit length and the
tension of a osmi string arrying any kind of fermioni urrent, massive or massless, have
been omputed, and found to involve as many state parameters as dierent trapped modes.
However, in the zero-temperature limit, only two have been found to be relevant and they
an be dened as the density numbers of the hiral zero mode exitations assoiated with
the two fermions Ψ and X oupled to the Higgs eld.
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As a result, it was shown that the xed trae equation of state no longer applies, as
soon as massive states are lled, i.e. for energy sales larger than the lowest massive mode
belonging to the mass spetrum. Moreover, the lling of massive states leads to a rapid
transition from the subsoni regime, relevant with massless, or ultrarelativisti urrents, to
supersoni. Suh properties ould be relevant in vorton evolution sine it has been shown
that supersoni regimes generally lead to their lassial instabilities [64℄. As a result, in the
perturbative setors for whih mf < mh, the protovortons ould be essentially produed at
energy sales neessarily smaller than the lower mass of the spetrum, where the fermioni
urrents onsist essentially in zero modes. In this way, vortons with fermioni urrents
ould be inluded in the more general two energy sale models [54℄. However, the present
onlusions are restrited to parameter domains of the model where the bak reation
an be negleted. Although it is reasonable to onsider that the bak reation eets may
simply modify the massive bound states through their mass values, their inuene on zero
modes are expeted to be muh more signiant. In partiular, the modied zero modes
annot be any longer eigenstates of the γ0γ3 operator [303℄, so one may onjeture that
they aquire an eetive mass, leading to massive states potentially instable for osmi
string loops
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10.1 Introdution
Les modèles standards de osmologie et de physique des partiules supposent que notre
espae-temps possède quatre dimensions. La validité de leurs préditions (voir hapitres 1
et 2), ainsi que notre pereption du monde, semblent donner le statut d'évidene à ette
hypothèse. Cependant, l'idée qu'il puisse exister des dimensions supplémentaires n'est
pas nouvelle. Elle a été initialement motivée par les travaux de Weyl qui tentait d'unier,
de manière géométrique, la gravitation d'Einstein et l'életromagnétisme par l'adjontion
de degrés de liberté supplémentaires à l'espae-temps, au travers d'une ovariane on-
forme [360℄. Dans les années 1920, Kaluza et Klein reprirent ette idée en assoiant es
degrés de liberté à une dimension spatiale additionnelle ompatiée sur une éhelle de
longueur R [200, 217℄. L'existene physique d'une telle dimension induit ependant des ré-
sonanes des divers hamps pouvant s'y propager, et dont les masses se retrouvent être des
multiples entiers de 1/R. L'absene de es partiules, dites de Kaluza Klein1, a nalement
repoussé les valeurs admissibles de R aux petites éhelles de longueur (R≪ TeV−1).
Ce sont les théories de ordes fondamentales qui ont ensuite motivé l'existene de
dimensions supplémentaires par le fait qu'elles ne peuvent être quantiées, de manière
ohérente, que dans un espae-temps à plus de quatre dimensions [285℄. Bien que les
éhelles de longueur typiques des théories quantiques de gravitation soient voisines de
elle de Plank, ertaines théories de ordes peuvent néanmoins être étendues jusqu'à
des éhelles de longueur, R, pouvant atteindre le millimètre [181, 182, 18, 17℄. Un tel
ordre de grandeur permet d'envisager des tests expérimentaux sur l'inuene que pour-
raient avoir es dimensions ahées, et de e fait, de ontraindre es théories [189, 237℄.
Du point de vue de la physique des partiules, es théories ont l'avantage de résoudre
les problèmes de hiérarhie des masses. On montre en eet que la ompatiation des
dimensions supplémentaires mène à une éhelle de masse eetive, dans l'espae-temps
usuel, dépendant à la fois de l'éhelle de masse typique de la théorie et du volume des
extra-dimensions [18, 19, 291℄. Le rapport de seize ordres de grandeur existant entre la
masse de Plank et l'éhelle de brisure életrofaible peut ainsi être, du moins en partie,
justié par la présene de e volume.
An de pouvoir étudier les onséquenes physiques de l'existene de dimensions sup-
plémentaires, il est plus ommode de onstruire des modèles phénoménologiques à partir
de la théorie des hamps. Pour retrouver les propriétés des modèles standards, les hamps
observés doivent être onnés sur l'hypersurfae à trois dimensions dans laquelle nous
vivons
2
qui est supposée être immergée dans un espae de dimension supérieure
3
. L'auto-
onsistene de es modèles requiert néanmoins de trouver des méanismes de loalisation
des divers hamps. En partiulier, la gravité peut être loalisée, omme dans les théories de
Kaluza-Klein, par ompatiation des dimensions supplémentaires [18, 19℄, mais égale-
ment par la ourbure de l'espae-temps du bulk. Ce dernier as, introduit par Randall et
Sundrum [291℄, permet d'avoir des dimensions supplémentaires non ompates, et omme
nous le verrons dans e hapitre, on peut y aluler expliitement les éarts induits par les
extra-dimensions à la gravité d'Einstein usuelle [291, 146℄. Cette gravité modiée autorise,
1
KK.
2
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par ailleurs, l'étude de la viabilité de es modèles dans le ontexte osmologique [39, 38℄.
10.2 Gravité linéarisée sur la brane
Le modèle de Randall et Sundrum [291℄ suppose un espae-temps à inq dimensions
dont la métrique de fond est
ds2 = gAB dx
AdxB = −dy2 + e−2σ(y)ηµνdxµdxν , (10.1)
où la fontion σ est donnée par
σ(y) =
|y|
R
, (10.2)
y étant la oordonnée dans la inquième dimension, et R une éhelle de distane ara-
téristique
4
. La théorie de la gravité est de plus supposée être une généralisation de elle
d'Einstein à inq dimensions, 'est-à-dire d'ation
Sg =
∫
1
2κ2
5
(R− 2Λ)√g d5x, (10.3)
ave g le déterminant de la métrique (10.1) et κ2
5
la onstante de ouplage gravitationnelle
à inq dimensions. Elle permet de dénir la onstante de Newton G5 et la masse de Plank
m5 , dans le bulk, par
κ2
5
= 6π2G5 =
6π2
m3
5
. (10.4)
Comme nous le verrons dans le hapitre suivant, la métrique (10.1) est solution des équa-
tions d'Einstein déduites de l'ation (10.3),
GAB + ΛgAB = κ2
5
TAB∞ , (10.5)
lorsque la soure est une brane dont le tenseur énergie-impulsion, dans la limite d'épaisseur
nulle, est donné par [146℄
T µν∞ = T∞g
µνδ(y). (10.6)
L'existene de la solution statique (10.1) n'est ependant assurée que lorsque la tension
T∞ de la brane, et la onstante osmologique Λ dans le bulk vérient les relations
T∞ =
1
π2RG5
=
m3
5
π2R
, Λ = − 6
R2
. (10.7)
La matière existant sur la brane va modier ette solution, et en partiulier le tenseur
métrique gAB. En notant hAB es perturbations, et à partir de l'équation (10.1), on érit
don la métrique perturbée sous la forme
ds2 = −dy2 + e−2σ(y)dxµdxν + hAB dxAdxB. (10.8)
4
Les indies latins majusules sont supposés varier de 0 à 4.
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Comme dans le as des équations du mouvement des ordes osmiques (voir Chap. 4),
l'invariane sous les transformations de de oordonnées requiert un hoix de jauge. Il est
ii ommode de se plaer dans la jauge dite transverse et sans trae
5
pour h [291℄, dénie
par
∂µh
µν = ηµνh
µν = 0. (10.9)
Ce hoix de jauge n'est pas enore susant, et les degrés de liberté restant doivent être
xés. Cela peut se faire en se plaçant dans la jauge gaussienne normale
6
dénie par
hµ4 = h44 = 0. (10.10)
En reportant (10.8) dans les équations d'Einstein (10.5), et en utilisant les onditions de
jauge (10.9) et (10.10), on trouve les équations du mouvement [146℄,(
e2σ∂2µ + ∂
2
y −
4
R2
)
hµν = 0. (10.11)
On peut montrer que les onditions de jauge ainsi hoisies xent également la position
de la brane en y = −f 4(xµ), où f 4 est une ertaine fontion des oordonnées internes à
la brane. Cependant, la disontinuité induite par la brane, d'épaisseur nulle, impose des
onditions de jontion [146℄ de la métrique sur elle-i qu'il est plus ommode de xer en
y = 0. Pour ela, la ondition (10.9) doit être relaxée, et il vient, en égalant les parties
distributionnelles dans les équations d'Einstein (10.5), toujours pour la métrique (10.8),(
∂y +
2
R
)
hµν = −κ25
(
Tµν − 1
3
e−2σηµνT αα
)
, (10.12)
où les perturbations surlignées sont exprimées dans la jauge GN, ave y = 0+. An
de pouvoir utiliser ette relation dans les équations du mouvement (10.11), il onvient
de pouvoir passer d'une jauge à l'autre. D'après l'équation (10.10), la jauge gaussienne
normale ne reste vériée que pour des hangements de oordonnées engendrés par des
veteur vA de la forme
v4 = f 4(xν), vµ = fµ(xν)− R
2
e−2σ∂µf 4(xν), (10.13)
ave fµ des fontions des oordonnées internes à la brane. Les perturbations de la métrique
entre les deux jauges sont don reliées par une transformation également engendrée par
les veteurs vA donnée par [146℄
hµν = hµν − R∂µ∂νf 4 − 2
R
e−2σηµνf
4 + e−2σ∂(µfν). (10.14)
Cette équation permet d'obtenir la ondition de jontion (10.12) pour les perturbations
h, 'est-à-dire, (
∂y +
2
R
)
hµν = −κ55
(
Tµν − 1
3
e−2σηµνT αα
)
− 2∂µ∂νf 4. (10.15)
5
TT, pour traeless transverse.
6
GN.
10.2. Gravité linéarisée sur la brane 223
En ombinant les équations (10.11) et (10.15), les perturbations de la métrique sont
nalement solutions de[
e2σ∂2µ + ∂
2
y −
4
R2
+
4
R
δ(y)
]
hµν = −2κ55Sµνδ(y), (10.16)
ave
Sµν =
(
Tµν − 1
3
e−2σηµνT αα
)
+
2
κ2
5
∂µ∂νf
4. (10.17)
À l'aide de la fontion de Green retardée G(x, y,x′, y′) assoiée au membre de gauhe de
l'équation (10.16), les solutions générales sont données par
hµν = −2κ55
∫
G0(x,x
′)Sµν(x′) d4x′, (10.18)
ave G0 la fontion de Green G prise sur la brane. Les onditions de jauge transverse (10.9)
peuvent maintenant être xées au travers du terme soure Sµν . En partiulier, l'annulation
de sa trae donne l'expression de la oordonnée transverse f 4. D'après (10.17), il vient7
✷f 4 =
κ2
5
6
T αα. (10.19)
Le alul expliite de la fontion de Green Gmontre qu'elle se déompose en deux parties :
l'une faisant intervenir des modes de masse nulle, similaires aux gravitons, et l'autre un
ontinuum de modes massifs [146℄,
G(x, y,x′, y′) =
∫
d4k
(2π)4
eik(x−x
′)
[
e−2σ(y)e−2σ(y
′)/R
(ω + iε)2 − ~k2
+
∫ ∞
0
um(y)um(y
′)
(ω + iε)2 − ~k2 −m2
dm
]
,
(10.20)
où les fontions propres um sont données par
um(y) =
√
mR
2
J1(mR)Y2(e
σmR)− Y1(mR)J2(eσmR)√
J21 (mR) + Y
2
1 (mR)
, (10.21)
ave Jn et Yn les fontions de Bessel de première et deuxième espèes, d'ordre n.
En hoisissant de manière approprié les fontions fµ, l'équation (10.14) peut être
simpliée, à l'aide de (10.17) et (10.18), en
hµν = −2κ25
∫
G0(x,x
′)
(
Tµν − 1
3
e−2σηµνT αα
)
d4x′ +
2
R
e−2σηµνf 4, (10.22)
où la fontion f 4 est solution de l'équation (10.19). La gravité d'Einstein usuelle linéarisée
est nalement retrouvée en tronquant la fontion de Green (10.20) à son mode zéro, et il
vient
hµν = −
2κ2
5
R
1
∇2ρ
(
Tµν − 1
3
ηµνT
α
α
)
. (10.23)
7
✷ est le d'Alembertien quadri-dimensionnel.
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Le premier terme dans le membre de droite de ette équation s'identie naturellement
au terme de ouplage quadri-dimensionnel en −16πG, et la onstante de gravitation uni-
verselle G se trouve reliée à la onstante de ouplage gravitationnelle dans le bulk par
κ2
5
= 6π2G5 = 8πGR. (10.24)
An d'étudier l'inuene du ontinuum de modes massifs dans la fontion de Green [voir
Eq. (10.20)℄, on peut aluler le potentiel gravitationnel statique dans la brane généré par
une masse plaée sur elle-i. En hoisissant le tenseur énergie-impulsion de la matière de
la forme
Tµν = ρ uµuν , (10.25)
les uµ étant les quadriveteurs vitesses assoiés, à l'aide des équations (10.19), (10.20)
et (10.25), le potentiel newtonnien à l'extérieur de la soure, en supposant la symétrie
sphérique, est
1
2
h00 ≃ GM
r
(
1 +
2
3
R2
r2
)
, (10.26)
ave r = |~x−~x ′ | et M la masse totaleM = ∫ ρ d3~x. Les modes massifs induisent don des
orretions en R2/r2 au potentiel gravitationnel statique, potentiellement détetables aux
petites distanes telles que r ≃ R. Les tests de gravité aux éhelles inférieures au millimètre
permettent ainsi de xer une limite supérieure à l'éhelle de distane R aratéristique
de la inquième dimension. Notons également que le modèle de Randall-Sundrum permet
également de resituer le problème de la hiérarhie des masses. En eet, d'après l'équation
(10.24), la masse de Plank dans la brane est donnée par
m2Pl =
1
8πG =
R
6π2
m3
5
. (10.27)
Pour R voisin du millimètre, la masse de Plank dans le bulk m5 est abaissée à 10
8GeV
pour obtenir mPl ≃ 1019GeV.
Le modèle de Randall-Sundrum donne un adre phénoménologique, par la théorie
des hamps, à l'existene d'une dimension supplémentaire dont les eets pourraient être
détetés aux petites éhelles de longueur. Cependant, bien que le onnement des gravitons
de masse nulle soit impliitement assuré, les méanismes de onnement de la matière ne
sont a priori pas inlus dans e modèle.
10.3 Le onnement des fermions
De la même manière que les gravitons sont piégés sur la brane par la forme de
la métrique (10.1), on peut herher à onner des fermions du bulk par la gravita-
tion [306, 25℄. Comme nous le verrons dans le hapitre suivant, il est possible de dérire
des fermions de masse nulle, dans un espae-temps à inq dimensions, par des spineurs
à quatre omposantes. Leur lagrangien, en espae-temps ourbe de métrique (10.1), est
donné par [40℄
L = i√gΨΓA
[
∂A − 1
2
σ′(y)e−σΓµΓ4
]
Ψ, (10.28)
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ave ΓA les matries de Dira en inq dimensions. On peut maintenant herher des
solutions déouplées de la forme
Ψ(x, y) = U(y)ψ(x), (10.29)
en imposant
γµ∂µψ = 0, (10.30)
pour retrouver un omportement dans la brane similaire à elui d'un fermion quadri-
dimensionnel de masse nulle. Dans e as, les équations du mouvement déduites du la-
grangien (10.28) donnent
[∂y − 2σ′(y)]U = 0, (10.31)
dont la solution est
U ∝ e2σ. (10.32)
D'après l'équation (10.2), es fermions sont omplètement déloalisés de la brane. Il est
également faile de se onvainre que l'ajout d'un terme de masse dans le lagrangien
(10.28) du type mΨΨ onduit également à des solutions qui ne sont pas normalisables
dans la inquième dimension. Le modèle de Randall Sundrum ne permet don pas le
onnement des fermions sur la brane.
10.4 Conlusion
La gravité usuelle dans l'espae-temps quadri-dimensionnel peut s'aommoder de l'ex-
istene d'une dimension supplémentaire non ompate pourvu que la géométrie dans ette
dimension soit de type anti-de Sitter
8
sur une éhelle de longueur typiquement inférieure
au millimètre. Conernant le seteur de la gravité, de nombreux travaux ont généralisé
le modèle de Randall Sundrum à un nombre de dimensions additionnelles supérieur à
l'unité [204, 150, 154℄. Il est également possible de reproduire dans la brane un espae-
temps de type FLRW présentant, omme dans le as de Minkowski [(voir Eq. 10.1)℄, des
orretions qui pourraient être observables en osmologie [39, 38℄. D'un autre té, l'au-
toonsistene phénoménologique de e modèle est altérée par l'impossibilité de piéger des
fermions dans la brane. Une solution onsiste à remarquer que, omme les gravitons, il est
possible de piéger le mode zéro d'un hamp salaire additionnel [25℄, et de oupler elui-i
à des fermions. Comme nous le verrons dans le hapitre suivant, si le ouplage entre e
hamp et les fermions du bulk est susamment fort, des fermions de masse nulle peuvent
exister sur la brane [25, 306℄. Le problème est enore de leur donner une masse : ei peut
être nalement obtenu en supposant qu'il existe un autre hamp salaire sur la brane, de
type Higgs, se ouplant aux fermions initialement de masse nulle [25℄. Ces méanismes
semblent ependant peu naturels vu le nombre de degrés de liberté qu'ils introduisent par
rapport au simple modèle initial.
Une autre approhe onsiste à généraliser les résultats obtenus dans le hapitre 9
onernant les fermions piégés le long des ordes osmiques. Nous avons vu qu'il existe
tout un spetre de fermions, de masses quantiées, se propageant le long de la orde pourvu
8
AdS5.
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que le hamp de Higgs auquel ils sont ouplés forme un défaut topologique. L'idée est de
oupler, à inq dimensions, des fermions à un unique hamp salaire ayant la propriété
de former un mur de domaine qui s'identie à la brane. Dans le hapitre suivant, publié
dans la revue Physial Review D, nous montrons que la gravité générée par un tel mur
de domaine redonne asymptotiquement le modèle de Randall Sundrum, assurant ainsi
le onnement des gravitons de masse nulle, et que le ouplage des fermions à l'unique
hamp salaire onduit à l'apparition de fermions piégés dans la brane ayant un spetre
de masse disret [299℄.
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We onstrut an expliit model to desribe fermions onned on a four dimen-
sional brane embedded in a ve dimensional anti-de Sitter spaetime. We extend
previous works to aommodate massive bound states on the brane and exhibit
the transverse struture of the fermioni elds. We estimate analytially and
alulate numerially the fermion mass spetrum on the brane, whih we show
to be disrete. The onnement life-time of the bound states is evaluated, and
it is shown that existing onstraints an be made ompatible with the existene
of massive fermions trapped on the brane for durations muh longer than the
age of the Universe.
11.1 Introdution
The idea that our universe may be a hypermembrane in a ve dimensional spaetime
has reeived some attention in the last few years after it was realized that gravity ould be
loalized on a three-brane embedded in an anti-de Sitter spaetime [291℄. Sine then, muh
work has been done in a osmologial ontext [39, 100, 90, 38, 219, 315, 140, 241, 306℄
and there is hope that a onsistent (i.e. mathematially self-ontained and observationally
satisfying) high dimensional model might soon be formulated. For instane, it has been
proposed that a model [206, 118℄ based on suh ideas ould present itself as an alternative
to the inationary paradigm, although for the time being the ontroversy as to whether
or not suh a model might have anything in ommon with our Universe is still going
on [198, 199℄.
The idea is not new however, but has evolved from the standard Kaluza-Klein ap-
proah to that of partile loalization on a higher dimensional defet [7, 305, 348, 152℄. In
partiular, it has been shown that massless bulk salars and gravitons share the property
to have a zero mode loalized on the brane [25℄ in the Randall-Sundrum model. Vari-
ous mehanisms [125, 126, 127, 111, 122, 270, 151, 8℄ have been invoked aording to
whih it would be possible to onne massless gauge bosons on a brane, so that there is
hope to ahieve a reasonable model inluding all the known interations in a purely four
dimensional eetive model.
A mehanism permitting loalization of massless fermions on a domain wall was de-
sribed in Refs. [7, 305, 348, 194℄. However, although appealing this mehanism might be,
it should be emphasized that atual fermions, as seen on an everyday basis in whatever
partile physis experiment, are massive, so that a realisti fermioni matter model on
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the brane must aommodate for suh a mass. The question of loalization of massive
fermions on the brane thus arises naturally, and it is the purpose of this work to provide
the transverse brane and fermioni struture that leads to this loalization. Up to now,
fermions have been onned under the restriting hypothesis that the brane self gravity
was negligible [121℄, or that it was embedded in a Minkowski spaetime with one [180℄
or two [300℄ transverse dimensions (see also [262℄ for the loalization of fermion on a
string-like defet in ve dimension).
Our goal is to transpose the original work of Ref. [300℄ to the brane ontext. For that
purpose, we realize the brane as a domain wall. Suh domain wall ongurations in anti-
de Sitter spae have already been studied [227, 44℄. We will assume that ve dimensional
fermions are Yukawa-oupled to the domain wall forming Higgs eld, as in the usual ase
of osmi strings. In this respet, our work somehow extends Ref. [121℄, where the mass
term was put by hand, and Ref. [180℄ where the gravity of the wall was negleted.
We start, in the following setion, by realling the domain wall onguration of a Higgs
eld in a ve dimensional anti-de Sitter spaetime and disuss briey its properties. In
setion 11.3, we desribe the dynamial equations of fermions oupled to this domain wall
in order to show that they obey a Shrödinger-like equation with an eetive potential
whih an trap massive modes on the wall. The asymptoti struture, i.e. deep in the
bulk (far from the brane), is not Minkowski spae, so that the eetive potential felt by
the fermions possesses a loal minimum at the brane loation, but no global minimum,
as rst pointed out in Ref. [121℄. As a onsequene, the bound states are metastable and
fermions an tunnel to the bulk.
We then provide an analytial approximation of the eetive potential, thanks to whih
we ompute analytially, in setion 11.4, the mass spetrum of the fermions trapped on the
brane. We obtain the mass of the heaviest fermion that an live on the brane and estimate
its tunneling rate. This result is ompared to a full numerial integration, performed
in setion 11.5. In a last setion, we investigate the parameter spae and, after having
ompared our results to previous ones, we onlude that there exists a wide region in the
parameter spae for whih the fermion masses an be made arbitrary low, i.e. omparable
to the observed small values (with respet to the brane harateristi energy sale), while
their onnement life-time an be made muh larger than the age of the Universe. Suh
models an therefore be made viable as desribing realisti matter on the brane.
11.2 Membrane onguration in AdS5
We onsider the ation for a real salar eld Φ oupled to gravity in a ve dimensional
spaetime
S =
∫ [
1
2κ2
5
(R− 2Λ) + 1
2
gAB∂AΦ∂BΦ− V (Φ)
]√
g d5x ≡
∫ √
g d5x[Lgrav + LΛ + LΦ]
(11.1)
where gAB is the ve dimensional metri with signature (+,−,−,−,−), R its Rii salar,
Λ the ve dimensional osmologial onstant and κ2
5
≡ 6π2G5 , G5 being the ve dimensional
gravity onstant. Capital Latin indies A,B . . . run from 0 to 4. The potential of the salar
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eld Φ is hosen to allow for topologial membrane (domain wall like) ongurations,
V (Φ) =
λ
8
(
Φ2 − η2)2 , (11.2)
where λ is a oupling onstant and η = 〈|Φ|〉 is the magnitude of the salar eld vauum
expetation values (VEV)
1
.
Motivated by the brane piture, we hoose the metri of the bulk spaetime to be of
the warped stati form
ds2 = gABdx
AdxB = −dy2 + e−2σ(y)ηµνdxµdxν = −dy2 + gµνdxµdxν , (11.3)
where ηµν is the four dimensional Minkowski metri of signature (+,−,−,−), and y the
oordinate along the extra-dimension. Greek indies µ, ν . . . run from 0 to 3.
With this metri ansatz, the Einstein tensor omponents redue to
Gµν = −gµν(6σ′2 − 3σ′′), Gyy = −6σ′2, (11.4)
where a prime denotes dierentiation with respet to y. The non-vanishing omponents
of the matter stress-energy tensor
TAB ≡ 2 δLΦ
δgAB
− gABLΦ (11.5)
are given by
Tµν =
1
2
gµν(Φ
′2 + 2V ), Tyy =
1
2
(Φ′2 − 2V ). (11.6)
It follows that the ve dimensional Einstein equations
GAB + ΛgAB = κ
2
5TAB (11.7)
an be ast in the form
3
κ2
5
σ′′ = Φ′2 (11.8)
6σ′2 =
κ2
5
2
(
Φ′2 − 2V )− Λ, (11.9)
while the KleinGordon equation takes the form
Φ′′ − 4σ′Φ′ = dV
dΦ
. (11.10)
Eqs. (11.8-11.10) is a set of three dierential equations for two independent variables
(Φ and σ). Indeed, as an easily be heked, the Klein-Gordon equation stems from the
1
Note, that, beause of the unusual number of spaetime dimensions, the elds have dimensions given
by [R] = M2, [Φ] = M3/2, [Λ] = M2, [λ] = M−1, [η] = M3/2 and [κ5] = M−3/2 (M being a unit of
mass).
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Einstein equations provided Φ′ 6= 0. To study the domain wall onguration, we hoose to
solve the rst Einstein equation (11.8) together with the Klein-Gordon equation (11.10).
This system of equations must be supplemented with boundary onditions. By deni-
tion of the topologial defet like onguration, we require that the Higgs eld vanishes
on the membrane itself, i.e. Φ = 0 for y = 0, while it reovers its VEV in the bulk, so that
limy→±∞Φ = ±η. Note that the sign hoie made here is arbitrary and orresponds to
the so-alled kink solution ; the opposite hoie (i.e. limy→±∞Φ = ∓η) would lead to an
anti-kink whose physial properties, as far as we are onerned, are exatly equivalent. As
for the metri funtion σ, it stems from the requirement that one wants to reover anti-
de Sitter asymptotially, so that one demands that σ′ tends to a onstant for y → ±∞.
This onstant an be determined using Eq. (11.9), so that limy→±∞ σ′ = ±
√−Λ/6. Note
that as y hanges sign at the brane loation, there is no hoie for the sign of the funtion
σ in this ase. Note also that, as is well known, the stati hypothesis implies that the bulk
osmologial onstant Λ must be negative, and therefore the ve dimensional spaetime
to be anti-de Sitter.
With the onvenient dimensionless resaled variables
̺ ≡ y
√
|Λ|, H ≡ Φ
η
, S ≡ dσ
d̺
, (11.11)
the dynamial equations read
S˙ =
α
3
H˙2, (11.12)
H¨ − 4SH˙ = 4βH(H2 − 1), (11.13)
where a dot refers to a derivative with respet to ̺ and the two dimensionless (positive)
parameters α and β are dened by
α ≡ κ2
5
η2, β ≡ λη
2
8|Λ| . (11.14)
These parameters are not independent sine, for an arbitrary value of β say, there
is only one value of α for whih the boundary ondition S(0) = 0, or equivalently
lim̺→−∞ S(̺) = −1/
√
6, is satised. This stems from the fat that Eq. (11.12) is a rst
order equation in S, so that only one boundary ondition is freely adjustable, and we
hoose it to be at ̺ → +∞. One this hoie is made, the value of S on the brane is
ompletely determined, and unless the parameters are given the orret values, it does
not vanish. As the solution must be symmetri with respet to the extra dimension o-
ordinate y, one must tune the parameters in order to have a meaningfull solution (i.e.
for whih the metri and its rst derivative are ontinuous at ̺ = 0). This is reminisent
of the relation that should hold between the brane and bulk osmologial onstants [44℄.
Eqs. (11.12 -11.13) have been solved numerially with the relevant boundary onditions.
The eld proles are depited on Fig. 11.1 for two arbitrary values of the parameter β.
The relation between the parameters α and β suh that the metri is regular at the brane
loation is depited on Fig. 11.2. As an be seen on the gure, it onsists essentially in
two power laws. For small values of β, one nds roughly α ∼ 1/β, whih beomes exat
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Fig. 11.1: The resaled Higgs eld amplitude H (full line for β = 0.01 and dashed line
for β = 0.1) and warp fator derivative S (dotted line for β = 0.01 and dot-dashed line
for β = 0.1) as funtions of the resaled extra dimension oordinate ̺.
Fig. 11.2: Relation between the dimensionless onstants α and β. The thik urve repre-
sent the result of the numerial integration, while the (hardly distinguishable) thin urve
is the best analytial t.
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in the limit β → 0, while for large values of β, one gets α ∼ 4
3
β−1/2, whih is, again, exat
in the limit β →∞. We were able to nd the best t
α2 =
1
β
[
1
β
+
(
4
3
)2]
, (11.15)
whih, as an be seen on the gure, is almost exat everywhere. This translates into the
relation
|Λ| = 1
9
λη
√1 + (9κ25η2
8
)2
− 1

(11.16)
between the ve dimensional osmologial onstant and the mirosopi parameters, whih
orresponds to the usual relations between brane and bulk osmologial onstants.
11.3 Loalization of fermions on the wall
This setion is devoted to the desription of the Dira equation in ve dimensions with
the domain wall onguration obtained in the previous setion.
The minimal representation of spinors in ve dimensions an be hosen to be four
dimensional [286℄. The ve dimensional Cliord algebra an then be onstruted from the
usual four dimensional one by adding the γ5 matrix to lose the algebra. If γ
µ
design the
usual four dimensional Dira matries in Minkowski spae in the hiral representation,
the Dira matries in ve dimensional Minkowski spae, ΓA, are
Γµ = γµ, Γ4 = −iγ5 (11.17)
and they satised the usual Cliord algebra
{ΓA,ΓB} = 2ηAB (11.18)
where ηAB stands for the ve dimensional Minkowski metri. Sine in this representation
the Dira matries satisfy
Γ5 = iΓ0 . . .Γ4 = Id (11.19)
the ve dimensional spinors have neither Weyl nor Majorana represention. It follows that
the Dira Lagrangian in ve dimension for fermions oupled to the Higgs domain wall is
neessary of the form
Lψ = √g
(
iΨΓADAΨ− gFΨΦΨ
)
=
√
gΨ
[
ieσ(y)ΓµDµ + iΓ4∂y − gFΦ
]
Ψ (11.20)
where the Lorentz ovariant derivative with spin onnetion is [40℄
Dµ ≡ ∂µ − 1
2
σ′(y)e−σ(y)ΓµΓ4. (11.21)
We emphasize that the sign of the oupling g
F
of the spinor Ψ to the Higgs eld is arbitrary
and represents a oupling either to kink or to anti-kink domain wall. For deniteness, we
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shall onsider in what follows only the ase of a kink oupling, and thus assume without
lak of generality
2
that g
F
> 0.
The variation of the Lagrangian (11.20) leads to the equation of motion of the spinor
eld, namely the Dira equation in ve dimensional anti-de Sitter spae for a fermioni
eld oupled to a Higgs eld,{
iΓ4 [∂y − 2σ′(y)] + ieσ(y)Γµ∂µ − gFΦ
}
Ψ = 0. (11.22)
This equation involves the matrix γ5 (through Γ4) and it is thus onvenient to split the
four dimensional right- and left-handed omponents of the ve dimensional spinor and to
separate the variables as
Ψ(xµ, y) =
[
1 + γ5
2
UR(y) + 1− γ5
2
UL(y)
]
ψ(xµ), (11.23)
where ψ(xµ) is a four dimensional Dira spinor, while UR(y) and UL(y) are yet undeter-
mined funtions of y. In what follows, we want the ve dimensional Dira equation to yield
an eetive four dimensional massive Dira equation, with an eetive mass m (energy
eigenvalue of the bound state). Suh a requirement implies that
iγµ∂µψ = mψ, (11.24)
or, equivalently, in terms of the right- and left- handed omponents
iγµ∂µψR = mψL, iγ
µ∂µψL = mψR, (11.25)
where the right- and left-handed omponents of the four dimensional spinor are dened
as
ψR ≡ 1 + γ5
2
ψ, ψL ≡ 1− γ5
2
ψ. (11.26)
Contrary to the ase studied in Ref. [121℄, the mass m is not an arbitrary parameter and
will be determined later.
Choosing ψR and ψL as the independent variables instead of Ψ and Ψ, and inserting
equation (11.25) into the equation of motion (11.22) while using the splitting ansatz
(11.23) yields the dierential system for the two funtions UR/L(y),
[∂y − 2σ′(y)− gFΦ]UR(y) = −meσ(y)UL(y), (11.27)
[∂y − 2σ′(y) + gFΦ]UL(y) = meσ(y)UR(y). (11.28)
To simplify the notations, it is onvenient to introdue the dimensionless resaled bulk
omponents of the fermions
U˜(̺) ≡ e− 32σ(̺) U(̺)|Λ|1/4 , (11.29)
in terms of whih the system (11.27-11.28) takes the form[
∂̺ −
(
γ
F
H +
1
2
S
)]
U˜R = −µ eσU˜L, (11.30)[
∂̺ +
(
γ
F
H − 1
2
S
)]
U˜L = µ eσU˜R, (11.31)
2
Note also that the dimensions are given by [Ψ] =M2 and [g
F
] =M−1/2.
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with the dimensionless resaled mass and oupling onstant
µ ≡ m√|Λ| , γF ≡ gFη√|Λ| . (11.32)
Let us rst onentrate on the speial ase µ = 0. The system (11.30-11.31) then onsists
in two deoupled dierential equations and the zero mode states [292℄ are reovered.
Asymptotially, these funtions behave as
U˜R(̺→ ±∞) ∼ e
(
γ
F
+ 1
2
√
6
)
|̺|
, (11.33)
U˜L(̺→ ±∞) ∼ e−
(
γ
F
− 1
2
√
6
)
|̺|
. (11.34)
Thus, only the left-handed solution U˜L may remain bounded [25, 194℄, and yet provided
γ
F
>
1
2
√
6
. (11.35)
Indeed, the right-handed zero modes ould have been obtained by onsidering the oupling
of fermions to the anti-kink Higgs prole
3
. We thus reover the well-known fat that
massless fermions must be single-handed in a brane model, ontrary to the ordinary four
dimensional eld theory in whih they simply an.
Let us now fous on the more interesting massive ase for whih µ 6= 0. Then the system
(11.30-11.31) an be deoupled by eliminating U˜R say. For that purpose, we dierentiate
(11.31) with respet to ̺ and express ∂̺U˜R using equation (11.30) and U˜R using equation
(11.31) again to get[
∂2̺ − 2S ∂̺ +
(
µ2e2σ +
3
4
S2 − γ2
F
H2 − γ
F
SH − 1
2
∂̺S + γF∂̺H
)]
U˜L = 0, (11.36)
U˜R − e
−σ
µ
[
∂̺ +
(
γ
F
H − 1
2
S
)]
U˜L = 0. (11.37)
This system is stritly equivalent to the initial system (11.30-11.31) sine dierentiating
Eq. (11.37) and then using Eq. (11.36) gives bak Eq. (11.30). It is thus important to keep
both equations. Note that the integration of the rst equation (11.36) will require two
initial onditions but that U˜R will then be ompletely determined and thus requires no
extra onstant of integration. As a onsequene, it is suient to solve the seond order
equation (11.36) for U˜L in order to fully determine the left- and right-handed bulk fermion
proles.
Eq. (11.36) an be reast into a Shrödinger-like seond order dierential equation
∂2̺ ÛL + ω2(̺) ÛL = 0, (11.38)
where the funtion ω is dened by
ω2(̺) ≡ µ2e2σ(̺) + ∂̺
(
γ
F
H +
1
2
S
)
−
(
γ
F
H +
1
2
S
)2
(11.39)
3
The oupling with and anti-kink for whih g
F
< 0 would have yield right-handed solution with the
onstraint γ
F
< − 1
2
√
6
.
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with the new funtion
Û(̺) ≡ e−σ(̺)U˜(̺). (11.40)
Our aim will now be to nd the zero modes of this new equation ; as previously disussed,
they will be equivalent to the massive bound states we are looking for on the brane.
In order for the fermions to be onned on the brane, the minimum of ω2 needs to be
negative to imply an exponential derease of ÛL in the bulk. This is essentially equivalent
to the ondition (11.35) that was obtained for the ase of zero modes. We shall assume
heneforth that this ondition also holds for massive modes, i.e. that the value of γ
F
neessary to bind massive fermions on the brane is at least that to bind massless ones.
Indeed, Eq. (11.39) shows that the minimum of ω2 an only be negative for large values
of the parameter γ
F
. However, sine the rst term of (11.39) inreases exponentially at
large distane from the brane, then, if µ 6= 0, ω2 will neessarily beome positive. This
will yield asymptoti radiative behaviors of the spinor bulk omponents. Physially, it
an be interpreted as a tunneling of the fermions from the brane to the bulk [121℄. On
the other hand, on the brane, the Higgs eld H and the derivative of the warp fator S
vanish, so that ω2(0) is positive. As a result, the fermions an freely propagate in a tiny
region around the brane, but ertainly only for partiular values of ω2 (and thus of µ)
satisfying the boundary onditions with the surrounding exponential dereasing regions.
The eetive potential V
eff
= −ω2, depited in Fig. 11.3, exhibits a loal minimum on the
brane and minima at innity. The modes trapped on the brane are thus expeted to have
disrete masses µ on the brane and non-zero probability of tunneling into the bulk.
11.4 Mass spetrum and tunneling rate
Sine the Higgs and warp fator proles are not known analytially, it is a priori
impossible to solve Eq. (11.38) analytially. Nevertheless, sine the fermions are expeted
to be trapped in a neighborhood of the brane, we an look for series solutions in ̺.
In  11.4.1, we give an approximation of the eetive potential V
eff
whih will then
be used to determine the bound states and the mass spetrum in  11.4.2. We end this
setion by determining in  11.4.3 the tunneling rate in this approximation. The validity
of this approah is diult to assess and it will be justied a posteriori on the ground of
a full numerial integration of the system in the following setion. In the whole setion,
it is assumed that µ > 0.
11.4.1 Approximation of the eetive potential
In a neighborhood of the brane we an expand the Higgs and warp fator proles as
H(̺) = H1̺+H3̺
3 +O(̺4), (11.41)
S(̺) = S1̺+ S3̺
3 +O(̺4), (11.42)
where both the onstant and quadrati terms vanish for symmetry reasons. To simplify
the analysis, we shall make use of the equations of motion in the form
S˙ =
2
3
F (S,H), (11.43)
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Fig. 11.3: The eetive potential V
eff
= −ω2 felt by ÛL. We hose the parameters γF = 100
and µ = 0.5γ
F
(an illustrative value, not neessarily leading to a bound state) in the
Higgs and gravity bakground similar to those of Fig. 11.1, and we have assumed, for
deniteness, the values α = 1.63, β = 1.23. The fermions are trapped on the brane where
V
eff
is negative and have a non-zero probability of tunneling into the bulk due to ombined
eets of Higgs and gravity whih produe a nite potential barrier.
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and
H˙ = ±
√
2
α
F (S,H), (11.44)
where the funtion F (S,H) is dened as
F (S,H) ≡ 6S2 + αβ(H2 − 1)2 − 1, (11.45)
(reall that Λ < 0).
Plugging the expansions (11.41) and (11.42) into Eqs. (11.43) and (11.44), it follows
that the funtion F (S,H) an be expanded up to third order as
F (S,H) ∼ αβ − 1 + (6S21 − 2αβH21) ̺2 +O(̺4). (11.46)
Inserting this expression bak into the equations of motion yields the three oeients
S1 =
α
3
H21 , (11.47)
S3 =
4
9
αH21
[α
3
H21 − β
]
, (11.48)
H3 =
2
3
H1
[α
3
H21 − β
]
(11.49)
in terms of the oeient H1
H1 ≡ ∂̺H|̺=0 =
√
2
α
(αβ − 1). (11.50)
Then, the frequeny ω2 an be expanded as an harmoni osillator potential
ω2(̺) = ω2b(̺) +O(̺4) with ω2b(̺) ≡ ω20 − Ω ̺2 (11.51)
where ω20 and Ω are given by
ω20 ≡ µ2 + γFH1
(
1 +
α
6γ
F
H1
)
(11.52)
Ω ≡ H1γ2F
[
H1 +
2
γ
F
(
β − α
6
H21
)
+
α
3γ2
F
H1
(
2β − µ2 − 7α
12
H21
)]
. (11.53)
The funtion ω2 is well approximated by ω2b only near the brane and the expansion
(11.51) is no longer valid at large distane where the exponential term dominates [see
Eq. (11.39)℄. One the xed asymptoti values of the Higgs and warp fator are reahed,
the frequeny (11.39) behaves as ω2 ∼ ω2∞(̺), with
ω2∞ = µ
2e2|̺|/
√
6 −
(
γ
F
+
1
2
√
6
)2
. (11.54)
The analytial estimate of the funtion ω2 is thus obtained by mathing the two limiting
asymptoti behaviors (11.51) and (11.54), respetively ω2b loses to the brane and ω
2
∞ far
from it, as
ω2(ρ) =
{
ω2b, |ρ| < ρm
ω2∞, |ρ| > ρm . (11.55)
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The dimensionless mathing distane ̺m has to be solution of
ω2
b
(̺m) = ω
2
∞(̺m), (11.56)
in order to get a ontinuous funtion. Note that, beause of the symmetry on both sides
of the wall, we an assume ̺m > 0 without lak of generality. For large values of γF, and
using Eq. (11.53), we get √
Ω ∼ γ
F
H1, (11.57)
leading to
̺m ∼
1
H1
. (11.58)
As it turns out, the faster the asymptoti solution is reahed, the better the approximation
works. This is the ase in partiular for H1 > 1,
The exat (numerially integrated) eetive potential and its approximation are om-
pared in Fig. 11.4. The global shapes are eetively the same, and in spite of unertainties
at intermediate regions due to this rude approximation, it is reasonable to expet the
same fermion physial behaviors in both potentials. Note that for (osmologially favored)
higher value of αβ, the Higgs eld and the warp fator reah more rapidly their asymp-
toti values leading thus to a better agreement between the two potentials, as an be seen
on Fig. 11.4.
11.4.2 Determination of the bound states
Given the approximate frequeny (11.55), the equation of motion for the left-handed
bulk spinor omponent ÛL redues to
̺ > ̺m ⇒
[
∂2̺ + µ
2e2|̺|/
√
6 −
(
γ
F
+
1
2
√
6
)2]
ÛL = 0, (11.59)
̺ < ̺m ⇒
(
∂2̺ + ω
2
0 − Ω̺2
) ÛL = 0, (11.60)
with the requirement that ÛL and its derivative are ontinuous at ̺m . Note also that
we onsider only the ase ̺ > 0, physis on both sides of the brane being ompletely
symmetri under the transformation ̺→ −̺. Let us onsider the solutions in eah region
separately.
̺ > ̺m : we introdue the new variable
z ≡
√
6µe|̺|/
√
6, (11.61)
in terms of whih Eq. (11.59) redues to a standard Bessel dierential equation[
d2
dz2
+
1
z
d
dz
+
(
1− ℓ
2
z2
)]
ÛL = 0, (11.62)
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Fig. 11.4: The eetive potential V
eff
= −ω2 and the approximate analyti eetive
potential (dashed urve) obtained from the mathing of its two asymptoti expansions near
the brane and at innity. On the rst panel, the parameters are the same as on Fig. 11.3,
i.e. γ
F
= 100 and µ = 0.5γ
F
. As the asymptoti solution is not reahed very lose to the
brane, the approximation is rather poor and the two solutions are not in good agreement
at intermediate regions. On the panel, we use the new parameter values γ
F
= 100 and
µ = 0.6γ
F
, obtained for α = 0.1865 and β = 53.62, a muh better approximation is
obtained around the potential barrier provided the Higgs eld and warp fator reah their
vauum value rapidely, i.e. for larger value of αβ. As on Fig. 11.3, the parameters are
hosen to illustrate the point and do not neessarily orrespond to existing bound states.
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the order of whih being given by
ℓ =
√
6γ
F
+
1
2
. (11.63)
Sine ω2 is positive at innity, the asymptoti form of the solution is neessary radiative,
as was already pointed out in the previous setion. The most general solution of the Bessel
equation (11.62) is a linear superposition of Hankel funtions. Sine we are interested only
in ingoing waves in order to study a tunneling proess, the most general solution takes
the form
ÛL(z) = BH(1)ℓ (z), (11.64)
where H
(1)
ℓ (z) is the Hankel funtion of the rst kind, propagating towards the brane at
innity [2℄
H
(1)
ℓ (z →∞) ∼
√
2
πz
ei(z−ℓπ/2−π/4). (11.65)
and B is an arbitrary omplex onstant.
̺ < ̺m : performing operations similar to those of the previous ase, we ast Eq. (11.60)
on the form [
d2
dx2
−
(
1
4
x2 + a
)]
ÛL = 0, (11.66)
in whih we have introdued the new variable and parameter
x ≡ (4Ω) 14 ̺, a ≡ − ω
2
0
2
√
Ω
. (11.67)
The general solutions of Eq. (11.66) are the paraboli ylinder funtions, namely U(a, x)
and V (a, x), of whih ÛL(x) an be expressed as linear superpositions. In the limit x≫ |a|,
these solutions sale as [254℄
U(a, x) ∼ e− 14x2x−a− 12 , V (a, x) ∼
√
2
π
e
1
4
x2xa−
1
2 . (11.68)
Sine we are interested in onned fermion states on the brane, only the exponentially
dereasing funtion is relevant, so that the general solution near the brane reads
ÛL(x) = AU(a, x), (11.69)
where A is a omplex integration onstant.
The general solution ÛL(̺) for all ̺ is obtained by mathing the two dierent solutions
at ̺ = ̺m . Sine ̺m orresponds to the maximum positive value of the eetive potential
[see Fig. 11.4℄, it is reasonable to onsider that the Hankel funtion at that point an be
expanded around small values of their argument with respet to their order [2℄, i.e.
H
(1)
ℓ (zm) ∼ −
2ℓ
π
Γ(ℓ)z−ℓ
m
, (11.70)
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while the paraboli ylinder funtions an be taken in their large argument asymptoti
limit (11.68). This is the same kind of approximation as that made to derive the eetive
potential. Physially, the initial onditions on the brane, i.e. ÛL(0) and ∂̺ÛL|0, are hosen
in suh a way that the asymptoti exponentially growing funtion V (a, x) ontribution
is everywhere negligible. One these initial onditions are xed, they fully determine the
solution on the other side of the brane, i.e. for x < 0. The asymptoti expansion (11.68)
an be analytially extended to −|x| = |x|eiπ and yields [163℄
U(a,−|x|) ∼ e− 14 |x|2|x|−a− 12 e−iπ(a+ 12). (11.71)
Thus, one ÛL(0) and ∂̺ÛL|0 are xed, the mathings between H(1)ℓ (zm) and U(a,−|xm |)
on one side, and U(a, |xm |) on the other side fully determine the bulk omponent ÛL for
all ̺.
The last onstraint omes from Eq. (11.37) determining the right-handed spinor bulk
funtion. It is well dened if and only if both ÛL and ∂̺ÛL are not singular. In fat, the
derivative of the paraboli ylinder funtion U(a, x) is generally disontinuous at x = 0.
With the help of the Wronskian of U(a, x) and U(a,−x) [254℄
U(a, x)
dU(a,−x)
dx
− U(a,−x)dU(a, x)
dx
=
2π
Γ
(
1
2
+ a
) , (11.72)
we an onstrut the derivative disontinuity at x = 0. This is
dU(a, 0−)
dx
− dU(a, 0
+)
dx
= 2
a
2
+ 3
4
Γ
(
3
4
+ a
2
)
Γ
(
1
2
+ a
) , (11.73)
where we have used the partiular value [254℄
U(a, 0) =
√
π
2
a
2
+ 1
4Γ
(
3
4
+ a
2
) . (11.74)
Imposing that the derivative of ÛL is ontinuous at x = 0 results in imposing that the
jump (11.73) vanishes. This is the ase if and only if a is solution of
Γ
(
3
4
+ a
2
)
Γ
(
1
2
+ a
) = 0. (11.75)
Sine Γ is singular for negative integer arguments, this ondition is satised only for
−a− 1
2
= 2n, (11.76)
where n is a positive integer. Note that−a−1/2 annot be odd sine then the numerator of
the Wronskian (11.75) will also be singular resulting in a nite derivative jump at x = 0.
The ondition (11.76) shows that the trapped fermions on the brane have neessarily
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disrete masses µn whih read, using the values of the parameters (11.52), (11.53) and
(11.67),
µ2n = γFH1
[
(4n+ 1)
√
1 +
6β
3γ
F
H1
+
24αβ + α2H21 [(4n+ 1)
2 − 5]
36γ2
F
−
(
1 +
αH1
6γ
F
[
(4n+ 1)2 + 1
])]
. (11.77)
This mass spetrum is valid for n > 0 sine our derivation assumed that µ > 0. In the
limiting ase where γ
F
≫ 1, it redues to the muh simpler form for the lowest masses
µn ∼ 2
√
n
√
γ
F
H1. (11.78)
On the other hand, µ2 annot reah very large values sine it is neessary to have a poten-
tial barrier in order to have bound states. From the expression of the eetive potential
(11.54), the barrier is found to disappear when
ω2∞(̺m , µmax) ∼ 0. (11.79)
Again in the limit where γ
F
≫ 1, using the value (11.58) of ̺m , one gets the maximum
aessible redued mass µmax for µ as
µmax ∼ γFe−1/
√
6H1. (11.80)
The maximum number of distint massive states trapped on the brane an thus be esti-
mated to be
nmax ∼ Int
[
γ
F
1
4H1
e−2/
√
6H1
]
. (11.81)
For the parameters hosen in Fig. 11.3, one obtains µmax ∼ 0.68γF and there are nmax = 11
massive modes trapped on the brane.
11.4.3 Fermion tunneling rate
Sine the eetive potential beomes negative at innity, the massive modes trapped
on the brane are subjet only to a nite potential barrier. They are in a metastable state
and an tunnel from the brane to the bulk. In this setion we use our previous analyti
solution to estimate the tunneling rate. Would this rate be too high, one would observe an
eetive violation of energy-momentum onservation on the brane, i.e. in four dimension,
thereby ontraditing observation.
Our starting point is the analyti solution for the left-handed bulk funtion that was
derived in the previous setion
̺ < ̺m ⇒ ÛL(̺) = AU
(
a,
√
2Ω1/4̺
)
, (11.82)
̺ > ̺m ⇒ ÛL(̺) = BH(1)ℓ
(√
6µe|̺|/
√
6
)
. (11.83)
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The transmission fator an easily be derived from the mathing onditions of the left-
handed bulk fermion omponent at ̺ = ̺m . First of all, ÛL has to be ontinuous. Using
the expansions (11.68) and (11.70) and the value (11.76) of the parameter a, permits to
nd the relation
A e−
1
2
√
Ω̺2
m
(
2
√
Ω
)n
̺2n
m
= − i
π
B Γ(ℓ)
(√
3
2
µn
)−ℓ
e−ℓ̺m/
√
6
(11.84)
between the oeients A and B. Making use of the expression (11.58) for ̺m yields
B
A
=
iπ
Γ(ℓ)
(√
3
2
µn
)ℓ(
ℓ2
3
√
Ω
)n
exp
(
ℓ2
12
√
Ω
)
. (11.85)
Assuming, as above, that γ
F
≫ 1 (so that ℓ≫ 1) we an expand Γ(ℓ) as
Γ(ℓ) ∼ ℓℓ−1/2e−ℓ
√
2π, (11.86)
so that, using expressions (11.57), (11.58) and (11.63) respetively of Ω, ̺m , and ℓ, we get
that B/A is approximated by
B
A
∼ i
√
π
2
(
2
H1
)n
61/4γn+1/2
F
exp
[
−
√
6γ
F
(
ln
2µmax
µ
− 1 + 1
2
√
6H1
)]
. (11.87)
The transmission oeient from the brane to the bulk assoiated with ÛL an thus
be dened by
T̂ ≡ ÛL(ℓ)
ÛL(0)
, (11.88)
with ÛL(ℓ) = BH(1)ℓ (ℓ), is evaluated at the turning point ̺ = ℓ where the spinor bulk
omponent begins to propagate freely. Using the behaviour (11.74) of the funtion at the
origin, the ratio (11.87) and the properties [2℄ of the Hankel funtion
H
(1)
ℓ (ℓ) =
(
4
3
)2/3
e−iπ/3
Γ(2/3)
ℓ−1/3, (11.89)
the transmission oeient (11.88) redues to
T̂ ∼ 2
4/3Γ(1/2− n)
37/12Γ(2/3)
eiπ/6H−n1 γ
n+1/6
F
exp
[
−
√
6γ
F
(
ln
2µmax
µ
− 1 + 1
2
√
6H1
)]
. (11.90)
It follows, using the denition (11.40), that the probability for a trapped partile on the
brane to tunnel to the bulk is given by
P ≡ |T˜ |2 = e2ℓ/
√
6 |T̂ |2. (11.91)
The harateristi time for a fermioni mode trapped on the brane an be roughly
estimated by
τ
b
∼ y
b
=
̺
b√|Λ| , (11.92)
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where y
b
represents the typial length, in the fth dimension, felt by a partile on the
brane. As an be seen on Fig. 11.5, the spinor bulk omponents are exponentially damped
as soon as the eetive potential beomes positive. Thus ̺
b
an be estimated by the
solution of ω2
b
(̺
b
) = 0 so that, keeping in mind that µ < γ
F
,
̺
b
−1 ∼√H1γF. (11.93)
The life-time τn of a fermioni bound state on the brane labelled by n
τn =
τ
b
P (11.94)
an be estimated by
τn ∼ 3
7/6 Γ2(2/3)
211/6 Γ2(1/2− n)H
2n−1/2
1
γ−2n−5/6
F√|Λ|
× exp
[
2
√
6γ
F
(
ln
2µmax
µn
− 1− 1√
6
+
1
2
√
6H1
)]
. (11.95)
We reall that, due to the approximations performed in the previous derivation, this
estimate is valid only for µ≪ µmax. Nevertheless, the argument in the exponential ampli-
es the transition from bound states to tunneling ones for masses µ ∼ µmax, as intuitively
expeted. An order of magnitude of the minimal oupling onstant γ
F
leading to stable
bound states an thus be estimated by requiring that the lowest massive state does not
tunnel,
µ1 < 2µmax exp
(
−1− 1√
6
+
1
2
√
6H1
)
. (11.96)
Using the two values (11.78) and (11.80), this implies that
γ
F
& H1 exp
(
2 +
2√
6
+
1√
6H1
)
. (11.97)
As a numerial appliation, for the Higgs and gravity parameters used in Fig. 11.3, we
get γ
F
& 25.
11.5 Numerial investigation
Numerially, it is simpler and more onvenient to solve the rst order dierential
system (11.30-11.31). A Runge-Kutta integration method was used, on both sides of the
brane. In order to suppress the exponential growth, we integrate from the turning point,
̺ = ℓ, where the solution begins to propagate freely, toward the brane. In this way, we
get only U(a, x) near the brane. The radiative solution for ̺ > ℓ, is simply obtained by
integrating from the turning point toward innity, with initial onditions determined by
the mathing with the exponential dereasing solution near the wall. The same method
is used on the other side of the brane, but this time, by means of the last free parameter,
we impose the ontinuity of one bulk spinor omponent on the brane (U˜L say). Generally,
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Fig. 11.5: [Left℄ The right (dashed line) and left (solid line) bulk spinor omponents U˜R
and U˜L, as funtions of the dimensionless distane ̺ to the brane, for the heaviest massive
state (n = 11) and γ
F
= 100. [Right℄ Zoom near the turning point and transition to the
radiative behaviour whih takes plae at a nite distane to the brane due to the tunneling
of this mode from the brane to the bulk.
n 1 2 3 4 5 6 . . . 11
µn (numerial) 0.209 0.291 0.353 0.402 0.444 0.480 . . . 0.593
µn (estimates) 0.210 0.295 0.359 0.412 0.458 0.499 . . . 0.657
preision (%) 0.5 1.3 1.7 2.4 3 3.8 . . . 9.7
Tab. 11.1: Comparison of the numerial values and analytial estimates of the rst six
bound states redued mass µ, together with the heaviest mode, omputed for γ
F
= 100.
the other bulk spinor omponent will be disontinuous at ̺ = 0, as expeted from the
analytial study sine U ′(a, 0) is generally disontinuous. The mass spetrum is thus
obtained by requiring the ontinuity of U˜R on the brane.
The bulk spinor omponents omputed this sheme have been plotted for the rst
massive modes trapped on the brane in Fig. 11.6, for γ
F
= 100. The lowest mass is
numerially found to be µ1 ∼ 0.209γF and was estimated analytially, from (11.78), to
be µ1 ∼ 0.210γF leading to a preision of 0.5% for the analytial estimate. The seond
mass is numerially found to be µ2 ∼ 0.291γF, whih has to be ompared to its analytial
estimate µ2 ∼ 0.295γF. Again, the preision of this estimate is of about 1%. As predited
from (11.81), there are nmax = 11 massive bound states the lightest masses of whih are
summed up in table 11.1. On Fig. 11.5, we plot the last n = 11 trapped mode ; it has a
tiny radiative omponent, as expeted for a tunneling mode.
In onlusion, the numeris onrm that the approximations of the previous setion
and our estimates are aurate up to 1%-10% (see table 11.1).
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Fig. 11.6: The right (dashed urve) and left bulk spinor omponents, U˜R and U˜L, as
funtions of the dimensionless distane ̺ from the brane for the lightest massive bound
states. They have been omputed for γ
F
= 100 and in the Higgs and warp fator proles
obtained with parameter of Fig. 11.3. The numerial values of the orresponding redued
masses are reported on table 11.1.
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11.6 Disussion and onlusions
We shall now disuss the osmologial onstraints existing on the kind of model we
have been onsidering here. Most of these onstraints ome from brane models in whih
the wall struture is replaed by an innitely thin four dimensional layer. As disussed
in the previous setions, suh an approximation is equivalent, within our framework, to
asking that the ombination αβ be muh larger than unity. In this limit, equivalent to
the large β limit sine, from Eq. (11.15), αβ ∼ 4
3
β1/2, we an replae the stress-energy
tensor (11.6) by the eetive four dimensional surfae distribution
T
eff
µν = T∞gµνδ(y), (11.98)
whose isotropi tension T∞ is obtained by integration in the transverse diretion to yield
T∞ =
√
|Λ|η2
∫
d̺ e−6σ(̺)
[
1
2
Φ′2 + 2V
]
≡
√
|Λ|η2ξ(β) (11.99)
where the funtion ξ(β) an be expressed as
ξ =
∫
d̺ e−6σ(̺)
[
6S2 − 1
α
+ 2β(H2 − 1)2
]
. (11.100)
Fig. 11.7 shows the variation of ξ as a funtion of β. In the limit β ≫ 1, it is lear
that ξ ≃ β, so that the brane tension behaves as
T∞ ≃ λη
4
8
√|Λ| , (11.101)
whih will be used to derive the relevant osmologial onstraints. Note also that the
disrepany between the above formula and the atual value of T∞ beomes important
(more than 100 % error say) for β . 0.1, whih is already rather far from the thin brane
limit usually onsidered.
11.6.1 Investigation of the parameter spae
The model desribed in this artile depends of ve parameters, four desribing the
spaetime and salar eld dynamis (G5,Λ, η, λ) and one onerning the fermions (gF).
With the domain wall struture assumed, only four of these parameters are independent
[see Eq. (11.16)℄. It is onvenient to replae this set of parameters by the three mass sales
m5 ≡ G−1/35 , mΛ ≡
√−Λ
6
, m∞ ≡ T 1/4∞ , (11.102)
and the dimensionless parameter γ
F
. These parameters are subjet to a number of on-
straints, namely :
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Fig. 11.7: Eetive four dimensional brane tension, in units of
√|Λ|η2, of the domain
wall as a funtion of β (dashed line). It is lear that in the thin brane limit, ξ ≃ β (thin
line).
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The four dimensional gravitational onstant must agree with its observed value G4 ≡
m−2
4
with m4 ∼ 1019GeV. Using the expression of the four dimensional Plank mass in
terms of the ve dimensional analog and of the brane tension gives [39, 100, 90, 38, 219,
315, 140, 241, 306, 77, 28℄
m3
5
∼ m4m2∞ . (11.103)
The brane osmologial onstant [39, 100, 90, 38, 219, 315, 140, 241, 306, 77, 28℄
2Λ
4
= Λ + 6π4G2
5
T 2∞ , (11.104)
must also agree with the standard observational bound mΛ4 < 10
−60m4 . This implies
m
Λ
=
π2√
6
m4∞
m3
5
⇒ m4∞ ∼ mΛm35. (11.105)
Note that in the limit β ≫ 1, this relation is equivalent to Eq. (11.101). This means
that this ondition is readily satised in the thin brane limit. At this point, it is worth
emphasizing that this is preisely the limit in whih the analyti approximation for fermion
masses are the most aurate.
There must not be any deviation of the law of gravity on the brane with respet to the
inverse square Newton law above 1 millimeter [238℄. This implies [88℄
m
Λ
& 10−3 eV. (11.106)
Finally, we require the fermion stress-energy tensor to be negligible with the brane
stress-energy, so that we impose that the mass of the heaviest fermion is smaller than the
brane mass sale. By means of Eq. (11.80), this ondition reads
mmax ∼ mΛγFe−1/(
√
6H1) < m∞, (11.107)
where H1 ends up being funtion of β only by means of Eqs (11.15) and (11.50),
H21 = 2β −
6β√
16β + 9
. (11.108)
In the limit β ≫ 1, Eqs. (11.107) and (11.108) ombine to give the onstraint on the
oupling onstant
γ
F
<
m∞
mΛ
e1/
√
12β ≃ m∞
mΛ
. (11.109)
It follows from the relations (11.103) and (11.105) that m2∞ ∼ mΛm4 so that the three
mass sales must satisfy
m
Λ
& 10−3 eV, m∞ & 1TeV, m5 & 10
6TeV, (11.110)
whih, together with Eq. (11.109) and (11.35) yields
1
2
√
6
< γ
F
. 1015
( m∞
1TeV
)
, (11.111)
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where, as disussed below Eq. (11.40), the lower bound is very onservative.
Now, let us examine the stability of the fermion onnement on the brane and the
restrition on their life-time imposed by the previous onditions. We require, at least, one
massive bound state to have a life-time longer than the age of the Universe, i.e.
τ1 > τuniv ∼ 1017s. (11.112)
Using Eq. (11.95), one roughly gets
mΛτ1 ∼ Υ(β, γF) ≡ H3/21 γ−17/6F exp
[
2
√
6γ
F
(
1
2
ln
γ
F
H1
− 1− 1/
√
6− 1
2
√
6H1
)]
.
(11.113)
The ondition (11.112) together with the former onstraint (11.110) an be written as
Υ(β, γ
F
) & 1030. (11.114)
On Fig. 11.8, we present the ontour plot of the dimensionless funtion Υ(β, γ
F
), for
Υ = 1030 and 1060, whih orrespond respetively to a partile life-time of the order of
the age of the Universe, and of the proton life-time lower limit. For β & 1, there are
in priniple two allowed regions, orresponding to strong and weak oupling limits, i.e.
γ
F
≫ 1 and γ
F
≪ 1. However, the lower bound on γ
F
, whih omes from the requirement
that fermions are atually trapped on the brane, pushes the weak oupling allowed region
to very high values of β, in pratie β & 7.5 × 1057 for Υ = 1030. Note also that this
already rather extreme value is based on the onservative estimate given by Eq. (11.35).
For β . 1, the weak oupling region ompletely disappears, while the strong oupling
allowed region shrinks rapidely : for β . 8.5×10−3, the life-time annot exeed the age of
the Universe beause γ
F
& 1015. Considering β & 1 therefore turns out to be the relevant
limit if one wishes to have fermioni bound states living on the brane.
11.6.2 Conlusion
In this artile, we have onsidered fermions oupled to a Higgs eld with a domain
wall struture in a ve dimensional anti-de Sitter spaetime. This domain wall an be
thought of as a realization of a brane universe.
After, studying the domain wall onguration, we solved the Dira equation and
showed that there exists massive fermioni bound states trapped on the wall. We develop
both analyti approximation to ompute the mass spetrum and the tunneling time. This
was ompared to a full numerial integration of the dynamial equations that revealed
the auray of our approximation sheme.
We reover the fat that massive fermions tunnel to the bulk [121℄. Investigation in
the parameter spae shows that, for models satisfying the osmologial onstraints, the
relevant onnement life-time an be muh greater that either the age of the Universe or
the proton life-time. This was made possible by the derivation of the analyti estimate.
One of our entral result is the derivation of an analyti mass spetrum for fermions
trapped on a brane-like four dimensional spaetime. In partiular, as ould have been
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Fig. 11.8: Contour plot of the funtion Υ(β, γ
F
) for Υ = 1030 [solid lines℄ and 1060 [dashed
line℄, i.e. respetively a partile life-time of the order of the age of the Universe, and of the
proton life-time lower limit. Note that both top urves are indistinguishable due to the
exponential behavior of Υ in γ
F
. They turn out to be equivalent to the analytial require-
ment given by Eq. (11.97). Points above the highest urve and below the lowest urves
satisfy the ontraint. We also superimpose the onservative onstraint (11.35) neessary
for the existene of a massless bound state, the allowed region being above the dotted
line.
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antiipated [262℄, it was shown that the allowed masses are quantized, with a spetrum
varrying, in the strong oupling limit, as
√
n. Suh a spetrum is indeed in ontradition
with experimental measurements of partile masses [164℄, whih is not surprising given the
simpliity of the model. It however opens the possibility to build more realisti theories
in whih mass quantization would stem naturally from extra dimensions.
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Conlusion
Les prinipaux résultats de ette thèse onernent le onnement de fermions sur des
objets étendus de type ordes osmiques et branes en dimensions supplémentaires.
Du point de vue de la physique des partiules, il y est montré qu'un ouplage de
Yukawa entre des hamps fermioniques et un hamp de Higgs inhomogène, de type défaut
topologique, onduisait, de manière générique, à l'existene d'états liés dont le spetre de
masse a été étudié en détail. La prise en ompte de l'eet des ourants générés par le
remplissage de es états sur le spetre lui-même semble montrer que l'état fondamental
ne peut pas être de masse nulle, invalidant de e fait l'existene physique de modes zéros
dans es modèles. Ce résultat remet en ause les études préédentes sur les ourants de
fermions dans les ordes, tant du point de vue mirosopique que osmologique.
D'un point de vue osmologique, es résultats nous ont permis, dans un premier temps,
d'étudier la dynamique des ordes osmiques parourues par des ourants de fermions,
et d'en extraire une équation d'état. Contrairement aux as onnus des ordes possédant
des ourants de bosons, ette équation d'état met en jeu plusieurs paramètres internes
qui s'identient aux densités des divers fermions présents dans la orde. Ce résultat fait
qu'il n'est pas toujours possible d'appliquer le formalisme ovariant à un paramètre pour
les ourants de fermions. Ces ourants se distinguent également de eux de bosons, dans
la dynamique des ordes, par le fait qu'ils privilégient à la fois des régimes subsoniques,
lorsque les ourants sont ultrarelativistes, et des régimes supersoniques, lorsque les modes
massifs sont prédominants. Les vortons assoiés à es deux types de dynamique sont alors
lassiquement respetivement stables et instables. Leur persistane au ours de l'évolu-
tion de l'univers pouvant onduire à une atastrophe osmologique, les onséquenes des
transitions entre les régimes de stabilité et d'instabilité de es vortons pourraient être
importantes.
En e qui onerne la osmologie en dimensions supplémentaires, le méanisme de
onnement étudié sur les ordes a permis de proposer une solution simple au problème
de la loalisation des fermions massifs sur une brane représentant notre univers. Il est
ainsi possible de donner une expliation à la quantiation de la masse, en général, par
l'existene d'un spetre de masse naturellement disret des états liés fermioniques. La
prise en ompte des eets gravitationnels a ependant montré que es modes pouvaient
s'éhapper dans la dimension supplémentaire, et, en imposant que la durée de vie de es
états soit plus grande que l'âge de l'univers, des ontraintes numériques sur les paramètres
du modèle ont pu être trouvées.
Le prolongement naturel de es travaux porte à la fois sur l'aspet osmologique et
mirosopique. Conernant le premier, la réalisation de simulations numériques d'évolu-
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tion de ordes ondutries permettrait de xer préisément les ontraintes osmologiques
qu'elles doivent vérier, et, par le biais de l'équation d'état, de ontraindre la physique
des partiules sous-jaente. Par analogie ave des ordes sans struture interne, l'évolu-
tion de es réseaux doit être étroitement liée à la formation et à la persistane des vortons
qu'ils produisent. Bien que lassiquement stables pour les régimes subsoniques, des ef-
fets quantiques pourraient toutefois les déstabiliser. Il serait don intéressant de pouvoir
généraliser l'approhe introduite dans ette thèse aux as de ordes ourbées, et d'en
étudier les onséquenes sur les états liés fermioniques.
En prolongement de l'étude du onnement des fermions massifs sur un mur de do-
maine quadri-dimensionnel, leur loalisation sur une orde quadri-dimensionnelle plongée
dans un espae-temps à six dimensions permettrait d'introduire leur harge. En eet, la
orde étant générée par la brisure d'une symétrie loale, elle met en jeu un hamp de
jauge auquel les fermions sont ouplés. Le spetre de masse des fermions hargés pourrait
ainsi être omparé aux observations an d'étudier la viabilité de es modèles. De plus,
omme pour les ordes, l'inuene de la ourbure de la brane sur le spetre de masse reste
à étudier.
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A.1 Introdution
Dans le hapitre 5, nous avons présenté des résultats issus de simulations numériques
faisant évoluer un réseau de ordes osmiques de Goto-Nambu dans un univers de FLRW, à
partir de diverses ongurations initiales. La physique régissant l'évolution d'un tel réseau
ayant été dérite dans les hapitres 4 et 5, ette annexe est onsarée aux aspets pure-
ment numériques du alul. La résolution des équations du mouvements (5.18), ainsi que
la détetion et la réalisation des interommutations entre les ordes, sont les deux tâhes
essentielles qui guident le alul numérique. Cependant, elles-i doivent être en perma-
nene aompagnées de multiples vériations et orretions an d'éviter la roissane
d'erreurs purement numériques, dues à la préision nie des mahines. Dans le ode util-
isé ii, e travail a été eetué par F. Bouhet et D. Bennett dans les années 1980 [33, 31℄,
à l'aide du langage de programmation Fortran77. Cependant, l'utilisation atuelle de e
ode, pour le alul du spetre de utuation du CMBR induit par les ordes, requiert
une grande dynamique temporelle de simulation. Or, la taille nie du volume dans lequel
le réseau évolue xe également la durée de la simulation, l'horizon devant y être tou-
jours onné pour éviter des eets de bord parasites (voir Chap. 5). Typiquement, les
volumes, et don les durées de simulation maximales de l'époque, étaient de l'ordre de
(26ℓc)
3
, permettant d'étudier l'évolution osmologique du réseau pour un aroissement
du fateur d'éhelle d'un fateur quinze dans l'ère de matière, ontre un fateur six dans
l'ère de radiation. Le nombre initial de points, par unité de longueur, utilisé pour dérire
haque orde est également un paramètre signiatif. Il xe la taille physique admissible
des plus petites boules qui ne peuvent être représentées que par trois points minimum.
Ce uto est également exprimé en fontion de la longueur de orrélation de la transition
de phase ℓc (voir Chap. 5), et sa valeur typique est d'environ 0.3ℓc, soit un nombre initial
de points par longueur de orrélation de 10/ℓc. Si l'on souhaite augmenter la résolution
des simulations sur la taille des petites boules, e paramètre est également à augmenter.
Hormis l'aroissement des performanes des mahines atuelles, la mise en plae de
simulations numériques de hautes résolutions peut être opérée par le biais de méthodes
de parallélisation. Celles-i onsistent essentiellement à reprogrammer le ode an que ses
aluls, initialement opérés suessivement, soient partagés entre diérents proesseurs, ou
mahines, dans le but d'augmenter la vitesse eetive d'exéution. Il n'est ependant pas
possible de paralléliser tout un ode, ertaines parties néessitant toujours une exéution
séquentielle. Les setions suivantes illustrent les améliorations eetuées, ainsi que les
diultés renontrées, lorsque es méthodes ont été développées sur le ode de F. Bouhet,
et dont les résultats provisoires ont été présentés dans le hapitre 5.
A.2 Diretives de ompilation OpenMP
Le langage qui a été utilisé pour paralléliser le ode orrespond au standard OpenMP
1
apparu en 1997 [296℄, et remis à jour en novembre 2000 [296℄. Bien que la parallélisation
multitâhes existe depuis quelques années, haque onstruteur possède son propre jeu de
diretives, et le standard OpenMP est atuellement le seul langage unié et répandu. Sa
1
Open Multi-Proessing.
A.2. Diretives de ompilation OpenMP 261
jeunesse est ependant également responsable de son instabilité, et son fontionnement
orret à requis ertaines reprogrammations du ode à l'aide du langage Fortran90.
A.2.1 Parallélisation des autoommutations
L'identiation des parties du programme pouvant être parallélisées est souvent di-
retement donnée par la physique qu'elles modélisent. Le ritère déterminant est que les
setions parallèles doivent être indépendantes, 'est-à-dire que le résultat donné par une
setion parallèle doit être indépendant du résultat donné par l'autre setion. Lorsque
e n'est pas le as, la struture et l'exéution séquentielle du programme doivent être
préservées pour onserver la validité des résultats.
Dans le ode d'évolution de ordes osmiques, l'étape demandant le plus de temps
de alul est la détetion et la réalisation des autoommutations. Comme on peut le
voir sur la gure A.1, le sous programme nommé iniself oupe près de 80% du
temps d'exéution. Sa fontion dans le ode est d'initialiser des variables relatives aux
autoommutations de haque boule de orde en onstruisant une liste de points, sur la
boule en question, suseptibles de se roiser. Il est appelé pour haque point de haque
boule de orde et ne onerne que les points de la dite boule. Il est lair qu'une telle
opération peut être exéutée en parallèle ar la détetion d'un roisement est propre à
haque boule. En fait, dans le but d'augmenter au maximum l'épaisseur des setions
parallèles, ei suggère de séparer le alul de l'évolution de haque orde sur les diérents
proesseurs aessibles. Cette opération est ependant limitée par le fait qu'il existe des
interommutations entre les diérentes ordes. Dans e as, il faut revenir à une exéution
en série.
La séparation des tâhes entre les divers proesseurs peut simplement être mise en plae
à l'aide de diretives de ompilation, i.e. de ommandes insérées dans le ode donnant les
instrutions néessaires au ompilateur. Dans le langage OpenMP, la parallélisation sur
haque orde s'est eetuée par la diretive !$OMP PARALLEL DO appliquée à une boule
de alul DO séparant le traitement des diérentes ordes (voir Fig. A.2). L'eet de ette
diretive est de faire aluler haque blo de ommandes, situé entre !$OMP PARALLEL DO
et !$OMP END PARALLEL DO, par haque proesseur aessible, le numéro du proesseur
étant relié à l'indie is, modulo le nombre total de proesseurs. Il est de plus possi-
ble d'améliorer la dynamique de répartition des tâhes par une diretive nommée !$OMP
SCHEDULE (voir Fig. A.2). Celle-i spéie dans quel ordre les blos de alul indexés
par is sont répartis sur les proesseurs. Le hoix le plus eae est obtenu par l'option
DYNAMIC qui aete une tâhe is quelonque au premier proesseur libre ayant terminé
le alul d'un blo antérieur. On évite de ette manière que des blos de alul plus long
que les autres ne ralentissent l'exéution en parallèle.
Les autres diretives de ompilation apparaissant dans tout le reste du ode (voir
Fig. A.3) gèrent le partage de la mémoire entre les diérentes régions parallèles.
A.2.2 Les variables partagées
La prinipale diulté lorsqu'une partie du ode est parallélisée est de dénir exate-
ment quelles sont les variables qui vont être ommunes, ou non, à haque setion parallèle,
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granularity: each sample hit covers 8 byte(s) for 0.00% of 4046.97 seconds
  %   cumulative   self              self     total           
 time   seconds   seconds    calls  ms/call  ms/call  name    
 79.7    3225.39  3225.39    60645    53.18    53.18  iniselfc_ [6]
  8.2    3558.87   333.49     5229    63.78    63.78  chkmov_ [8]
  3.9    3717.81   158.94 115145544     0.00     0.00  getnbrg_ [10]
  2.1    3803.08    85.27     1365    62.47    62.47  inicros_ [11]
  2.0    3883.51    80.43     1367    58.84    58.84  diagnos_ [12]
  1.0    3922.36    38.85  1622152     0.02     2.27  mover1_ [4]
  0.8    3956.17    33.80     1366    24.75  2962.54  stepon_ [3]
  0.5    3978.00    21.83    11491     1.90     1.90  dlrepar_ [14]
  0.5    3997.93    19.92 82239783     0.00     0.00  finechk_ [13]
  0.4    4015.11    17.18  3750522     0.00     0.00  submov_ [15]
  0.2    4022.87     7.76   162872     0.05     0.05  smooth_ [17]
  0.1    4028.78     5.91     2476     2.39     3.50  famtree_ [16]
  0.1    4034.55     5.77    60756     0.09    54.69  chkselfc1_ [5]
  0.1    4037.31     2.76     4603     0.60     0.60  poscms_ [18]
  0.1    4039.74     2.42     6494     0.37     0.37  fragchk_ [20]
  0.1    4041.86     2.13  8487783     0.00     0.00  cubic_ [21]
  0.0    4043.69     1.82     1366     1.33   129.28  chkcros1_ [9]
  0.0    4045.17     1.49     2476     0.60     0.62  xchg_ [22]
  0.0    4045.74     0.56     3306     0.17     0.17  finechk2_ [23]
  0.0    4046.16     0.42     5229     0.08     0.08  bkchkmov_ [24]
  0.0    4046.48     0.32   382366     0.00     0.00  cubic2_ [25]
  0.0    4046.71     0.23     2574     0.09   135.01  dblchk_ [7]
  0.0    4046.77     0.06     2495     0.02     0.02  fragxchg_ [26]
  0.0    4046.82     0.05     1512     0.03     1.71  frag_ [19]
  0.0    4046.86     0.04        1    35.16    35.17  setup_ [27]
  0.0    4046.89     0.03        2    14.65    14.65  writsnap_ [28]
  0.0    4046.91     0.02     6392     0.00     0.00  a3to2_ [29]
  0.0    4046.92     0.02     6356     0.00     0.00  b3to2_ [30]
  0.0    4046.93     0.01     1367     0.01     0.01  output2_ [31]
  0.0    4046.94     0.01        2     4.39     4.39  conchk_ [32]
  0.0    4046.95     0.00     2485     0.00     0.00  ranf_ [33]
  0.0    4046.95     0.00     1451     0.00     0.00  bksubmov_ [34]
  0.0    4046.96     0.00      964     0.01     0.01  a2to2_ [35]
  0.0    4046.96     0.00        1     3.91 4046965.82  evol_ [1]
  0.0    4046.96     0.00        1     2.93     2.93  readsnap_ [36]
  0.0    4046.97     0.00      912     0.00     0.00  b2to2_ [37]
  0.0    4046.97     0.00      350     0.00     0.00  quad_ [38]
  0.0    4046.97     0.00       10     0.00     0.00  blines_ [39]
  0.0    4046.97     0.00        3     0.00     0.00  msg_ [40]
  0.0    4046.97     0.00        2     0.00     0.00  convert_ [41]
  0.0    4046.97     0.00        2     0.00     0.00  teststop_ [42]
  0.0    4046.97     0.00        1     0.00     0.00  endrun_ [43]
  0.0    4046.97     0.00        1     0.00     0.00  headlog_ [44]
  0.0    4046.97     0.00        1     0.00     0.00  output1_ [45]
  0.0    4046.97     0.00        1     0.00     0.00  readctrl_ [46]
Fig. A.1: Temps de alul passé dans les plus lents sous programmes du ode d'évolution
de ordes osmiques lorsqu'il est exéuté en série. La détetion des autoommutation
oupe près de 80% du temps total.
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!$OMP PARALLEL DO
!$OMP+DEFAULT(SHARED)
!$OMP+PRIVATE(is,k,j,islabnum)
!$OMP+COPYIN(locflag,nx,ny,nz,iperx,ipery,iperz)
!$OMP+SCHEDULE(RUNTIME)
             do is=nstring0,1,−1             
                islabnum=labnum(indlgth(is))
                if(lgth(islabnum).gt.1)  then          
                   call mover1(islabnum)                   
                   k=heads(islabnum)
                   do j=1,lgth(islabnum)
                      xcrs(k)=xcrs(k)+corrx(k)
                      ycrs(k)=ycrs(k)+corry(k)
                      zcrs(k)=zcrs(k)+corrz(k)
                      if (xcrs(k).lt.0.)      xcrs(k)=xcrs(k)+boxlgth 
                      if (xcrs(k).gt.boxlgth) xcrs(k)=xcrs(k)−boxlgth
                      if (ycrs(k).lt.0.)      ycrs(k)=ycrs(k)+boxlgth
                      if (ycrs(k).gt.boxlgth) ycrs(k)=ycrs(k)−boxlgth
                      if (zcrs(k).lt.0.)      zcrs(k)=zcrs(k)+boxlgth
                      if (zcrs(k).gt.boxlgth) zcrs(k)=zcrs(k)−boxlgth
                      k=forw(k)
                   enddo
                endif
             enddo
!$OMP END PARALLEL DO
Fig. A.2: Diretive de ompilation!$OMP PARALLEL DO permettant l'exéution en par-
allèle de la boule de alul, selon son indie, ii is. L'ensemble des jeux d'instrution
intérieurs à la boule de alul DO est exéuté par un proesseur diérent pour haque
valeur de is, modulo le nombre total de proesseurs.
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Fig. A.3: Le ode d'évolution de ordes osmiques de F. Bouhet et D. Bennett [33,
31℄. Environ deux ents diretives de ompilation OpenMP ont été introduites pour sa
parallélisation et sont représentées en rouge.
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i.e. à haque orde dans le as qui nous onerne. Par exemple, la plus évidente des vari-
ables privées est l'indie is : sa valeur est néessairement diérente pour haque orde, par
ontre, le nombre total de ordes nstring0 est une variable partagée (voir Fig. A.2). Les
spéiations de partage des variables sont exéutées par les lauses SHARED ou PRIVATE
sur la gure A.2, pour délarer des variables ommunes ou privées, respetivement.
Dans le ode utilisé ii, près de deux ents diretives de e type ont été introduites
an de orretement délarer le type de haque variable (voir g. A.3). La deuxième
diulté apparaît lorsqu'une setion parallèle modie une variable partagée entre tous
les proesseurs. C'est par exemple le as de nstring0 : lors des autoommutations de
haque orde, de nombreuses petites boules sont formées (voir Chap. 5) et dans toutes
les setions parallèles il y a une instrution du type
nstring0 = nstring0 + 1. (A.1)
Pour que la valeur nale soit orrete, il ne faut absolument pas que deux proesseurs
aèdent en même temps à nstring0. Cei peut être spéié par les ommandes !$OMP
CRITICAL et !$OMP END CRITICAL qui assurent que le blo d'instrution ompris entre es
deux diretives n'est jamais eetué simultanément par deux setions parallèles. L'ériture
orrete de l'instrution (A.1) devient nalement
2
!$OMP CRITICAL
nstring0 = nstring0 + 1
!$OMP END CRITICAL
(A.2)
Enn, une fois les variables orretement délarées et alulées dans les setions parallèles,
il faut s'assurer qu'elles sont orretement reliées à leur analogue dans les parties en
série du programme, et inversement. Pour ela, on utilise la lause !$OMP COPYIN. Sur la
gure A.2, elle permet de opier la valeur des variables utilisées dans la setion en série
vers les variables privées des setions parallèles.
Le test susant, mais non néessaire, permettant de vérier si es diverses étapes de
parallélisation ont été orretement programmées, est ensuite de omparer les résultats
entre le programme initial et le programme parallélisé
3
. Les valeurs des diverses quantités
physiques ont ainsi été retrouvées, à la préision de la mahine près, entre les deux types
d'exéution. Sur la gure A.4, sont représentés les ourbes de vitesse d'exéution instanta-
née du programme parallélisé lorsqu'il fontionne sur deux, quatre, six ou huit proesseurs.
On voit lairement que l'augmentation du nombre de proesseurs est de moins en moins
eae : le gain de temps entre six et huit proesseurs est relativement minime. Cette
limite dépend de plusieurs ritères qui seront évoqués dans la setion suivante.
2
Lorsqu'une seule instrution néessite ette préaution, on utilise également la diretive!$OMP
ATOMIC.
3
La parallélisation peut également servir à déteter d'éventuelles erreurs de programmation dans le
ode initial, elles-i étant souvent la auses d'un éhe d'exéution parallèle, sans pour autant l'être en
série. . .
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Fig. A.4: Temps d'exéution, par pas de temps, du ode d'évolution de ordes lorsqu'il
fontionne en parallèle sur deux (noir), quatre (rouge), six (orange) ou huit (bleu) pro-
esseurs. Les ourbes sont des ajustement des points de mesure par un polynme du
dixième degrés. L'augmentation du nombre de proesseurs n'est plus eae au delà de
six, pour les paramètres de la simulation testée, i.e un volume initial de (36ℓc)
3
pour 26/ℓc
points par longueur de orrélation.
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La ontrainte la plus naturelle limitant la rapidité du programme parallélisé est l'ex-
istene de setions en série pour traiter les interommutations. Celles-i sont en eet
exéutées sur un seul proesseur, et lorsque le temps d'exéution des setions parallèles
devient négligeable, les parties exéutées séquentiellement xent la vitesse d'exéution
du programme qui ne dépend plus du nombre de proesseurs. En fait, on peut montrer
que e n'est pas e problème qui sature le temps d'exéution sur la gure A.4, ses eets
ne deviennent apparents que pour de très longues simulations, typiquement (50ℓc)
3
. Le
fateur limitant est ii le load balaning.
Celui-i apparaît dans les setions parallèles lorsque un proesseur reçoit un jeu d'in-
strutions beauoup plus long que les autres. Si il n'a pas nit de le traiter à la n
de l'exéution parallèle, les autres proesseurs vont l'attendre avant de pouvoir ontin-
uer l'exéution du programme en série. Sur la gure A.4, e phénomène orrespond aux
groupes de points formant des pis s'éartant sensiblement des ourbes moyennes. Dans les
as extrêmes, le temps d'exéution pour les pis est déjà saturé pour quatre proesseurs,
les points rouges se mélangeant aux points noirs sur la gure A.4. Physiquement, on mon-
tre que es pis orrespondent aux longues ordes. Celles-i néessitent beauoup plus de
détetions de voisins, lors de leur autoommutation, qu'il en est néessaire pour des ordes
de plus petites tailles. La dynamique de parallélisation, par la diretive !$OMP SCHEDULE,
attribuant de manière aléatoire les ordes sur les proesseurs disponibles, peut donner une
longue orde à un proesseur à la n d'une setion parallèle, et on se retrouve préisément
dans le as problématique. La solution adoptée onsiste nalement à lasser les ordes
selon leur longueur et à les attribuer suessivement, par ordre déroissant de longueur,
aux proesseurs libres.
Un autre fateur limitant l'aroissement du nombre de proesseurs résulte des lim-
ites physiques des mahines utilisées. Celles-i sont de type multiproesseurs à mémoire
partagée, 'est-à-dire que les diérents proesseurs stokent les variables dans des zones
mémoires ommunes. Les variables délarées privées sont opiées autant de fois qu'il y a
de proesseurs utilisés, alors que les variables ommunes ne le sont qu'une fois. La taille
de mémoire physique oupée par le programme augmente ainsi proportionnellement au
nombre de proesseurs utilisés. Typiquement, pour huit proesseurs, des simulations de
(48ℓc)
3
ave une densité de point de 26/ℓc, oupent près de 6Go de mémoire. De telles
tailles ralentissent de manière signiative les temps d'aès aux variables, et de e fait
l'exéution du programme. On peut ependant montrer que ette limite n'évolue plus
au delà d'une ertaine taille mémoire, e qui signie que l'eaité de la parallélisation
augmente enore ave le nombre de proesseurs pour des simulations de plus grande ré-
solution.
Finalement, la parallélisation du ode d'évolution de orde a permis de gagner près
d'un ordre de grandeur en vitesse d'exéution par rapport à sa version originale. Les
résultats présentés dans le hapitre 5 en sont le fruit, et il est atuellement envisageable
de réaliser des simulations de volume (100ℓc)
3
pour le alul du spetre de utuation du
CMBR.
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A.4 Conlusion
La parallélisation du ode d'évolution de ordes osmiques permet de réaliser des sim-
ulations numériques de hautes résolutions néessaires au alul du spetre des utuations
qu'elles engendrent sur le CMBR. Son eaité pourrait ependant être enore améliorée.
Bien que le lassement des ordes selon leur longueur soit indispensable, la limite de load
balaning pourrait être enore abaissée en oupant virtuellement les grandes ordes pour
pouvoir répartir le alul de leur autoommutations sur diérents proesseurs. De plus,
quelques setions enore en série pourraient être parallélisées moyennant des modiations
du ode. La programmation parallèle améliore de manière signiative la vitesse d'exéu-
tion du ode sans reourir à des mahines extrêmement puissantes. Il existe également des
diretives de ompilation, nommées MPI et similaires à OpenMP, permettant de paralléliser
un ode sur diérentes mahines, à mémoire séparée. Il devient ainsi possible d'utiliser un
réseau d'ordinateurs de bureau omme un super-alulateur.
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Dans ette annexe, le méanisme d'instabilité gravitationnelle de Jeans [196℄, donnant
naissane aux grandes strutures de l'univers (voir Chap. 1), est illustré sur l'exemple très
simple de l'eondrement gravitationnel d'une étoile modélisée par un gaz polytropique
homogène. On y étudie l'évolution newtonienne des perturbations de densité par une ap-
prohe analytique. Cet artile a été publié dans la revue Astronomy and Astrophysis [301℄.
Dynamial stability for the gravitational evolution of a
homogeneous polytrope
Christophe Ringeval and Serge Bouquet
Commissariat à l'Énergie Atomique, Centre d'étude de Bruyères-le-Châtel, DAM/DIF,
Département de Physique Théorique et Appliquée, Servie de Physique des Plasmas et
Életromagnetisme,
91680 Bruyères-le-Châtel, Frane.
The dynami stability of the spherial gravitational evolution (ollapse or ex-
pansion) for a homogeneous polytropi gas with any exponent γ, is studied using
the lagrangian formalism. We obtain the analytial expression for density per-
turbations at the rst order. In the ase γ = 4/3, the Jeans' riterion is easily
generalized to a self-similar expanding bakground. The ollapsing ase is found
to be always unstable. The stability of density modes obtained for γ 6= 4/3 does
not introdue any onditions on the wavelength perturbation, but only a rite-
rion on the polytropi index. As a result, stability is obtained for an expanding
gas provided γ < 4/3, and for a ollapsing one, for γ > 5/3.
B.1 Introdution
Within the framework of high energy laser experiments, the study of dynami stability
for a gas in a mirotarget under an external eld beomes experimentally possible (Kane
et al. [201℄, [202℄ ; [203℄ ; Remington et al. [295℄). The extrapolation of the results to large
self-gravitating masses opens the way to the laboratory astrophysis. In partiular, in-
stabilities in giant moleular hydrogen louds an be onsidered as initial seeds to the
gravitational ollapse and, onsequently, to the birth of stars. Due to simple models, it is
therefore oneivable to nd onditions on protostellar ongurations whih do, or do not
lead to their own gravitational ollapse. A rst method for dealing with this proess is the
analysis of non-linear equations by eulerian self-similar tehniques (Blottiau et al. [42℄ ;
Bouquet et al. [52℄ ; Shu [316℄ ; Yahil [366℄). The lagrangian way, often prefered in numeri-
al studies, has also been used by Blottiau ([42℄). However, whereas the numerial results
seem to agree with theoretial stability obtained from self-similarity analysis, (Blottiau
et al. [42℄), analytial lagrangian approahes remain in disrepany (Bonnor [45℄ ; Bu &
Gerola [57℄).
B.2. Eulerian ollapse 271
In this study we use widely and intensively the analytial lagrangian approah to
hek and to ompare our results with the ones previously found by eulerian self-similar
ways. The prediletion model is still the one desribing the evolution of a homogeneous
polytropi spherial mass. The stability is disussed from the study of the time evolution
of density perturbations at the rst order (Bonnor [45℄ ; Bouquet [49℄). From the sim-
pliity of the assumptions, it is obvious that suh treatment annot desribe thoroughly
stellar explosions or ollapses. However, it an provide relevant onditions and results for
the starting proesses leading to the dynami evolution. On the other hand, laboratory
experiments will allow us to delimit the domain of validity of suh simple models, but
whih are almost the only ones fully omputable analytially.
In Set. B.2, similar results of Blottiau et al. ([42℄) and Bouquet ([49℄) are refered
to and used to generalize the Jeans' riterion in the ase of an expanding homogeneous
polytropi gas with γ = 4/3.
Set. B.3 deals with the lagrangian desription. The system whih onsists in the
hydrodynamial equations for the density perturbations, at rst order, has been solved
analytially. The stability riteria are obtained from the study of the asymptoti behaviour
of these solutions for any value of γ. The analytial expression is obtained from an innite
summation over eigenmodes satisfying the appropriate boundary onditions. It turns out
that the results onrm and extend those presented in Set. B.2. The onlusion is given
in Set. B.4.
B.2 Eulerian ollapse
B.2.1 Previous results
The study of self-gravitating ongurations an be made with the use of saling
transformations (Bouquet et al. [52℄ ; Blottiau et al. [42℄ ; Chièze et al. [86℄ ; Hanawa
& Nakayama [169℄ ; Saigo & Hanawa [307℄ ; Nakamura et al. [259℄ ; Hanawa et al. [170℄).
The equations governing the evolution of the gravitational system, written in the new
spae (resaled spae) of transformed physial quantities (resaled quantities) are often
easier to solve and to understand than in the physial one. In partiular, the dynami
stability problem may redue to a stati one. The Euler self-similar approah of Blot-
tiau et al. ([42℄) deals with a homogeneous self-gravitating innite mass whih follows a
polytropi equation of state
P = Kργ , (B.1)
with an exponent γ = 4/3 and where P and ρ are respetively the pressure and the density
of the medium. The ase γ 6= 4/3 was also studied but only in a numerial way. In the
present paper, we rst reall the Euler analytial study for γ = 4/3, and we reast it into
the lagrangian frame. Seond, we extend this approah, analytially, to any value of the
polytropi exponent γ.
The evolution of the system is governed by the Euler, Poisson and ontinuity equations
whih read respetively
∂v
∂t
+ v
∂v
∂r
= −1
ρ
∂P
∂r
+ g, (B.2)
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1
r2
∂
∂r
(
r2g
)
= −4πρG, (B.3)
∂ρ
∂t
= − 1
r2
∂
∂r
(
r2ρv
)
, (B.4)
where r, t, v(r, t) and g(r, t) are respetively the radial position, the time, the eulerian
veloity eld and the value of the gravitational eld at the event (r, t). A newtonian self-
similar solution for these equations is a paraboli homogeneous ollapse, therefore without
any veloity at innity (Blottiau et al. [42℄ ; Henriksen & Wesson [172℄)
r0(m, t) = rˆ0(1 + Ωt)
2
3 , (B.5)
ρ
0
(t) = ρˆ
0
(1 + Ωt)−2, (B.6)
rˆ0 =
(
9Gm
2Ω2
) 1
3
, (B.7)
ρˆ0 =
Ω2
6πG , (B.8)
where r0(m, t) and ρ0(t) are, respetively, the position of the shell whose interior mass is
m, and the uniform density, both of them being taken at time t. The quantities rˆ0 and ρˆ0
represent, respetively, the position of the shell (labelled by m) and the uniform density
at the initial time t = 0. The parameter Ω (Blottiau et al. [42℄ ; Bouquet et al. [52℄) is an
integrating onstant whih reets the freedom in the hoie of the time-origin. It is just
proportional to the initial Jeans frequeny, ΩˆJ, given by
ΩˆJ =
√
4πρˆ0G, (B.9)
and the relationship between Ω and ΩˆJ is just [Eq. (B.8)℄
Ω2 =
3
2
Ωˆ2J. (B.10)
This parameter may seen redundant with the Jeans frequeny. However, we are going to
explain how relevant it an be. Usually, one works with the variable t whih varies from
−∞ up to +∞. But, generally, a singularity arises at t = 0 whih, in our opinion, is not
so easy to be managed. For instane, the spatial extension of the onguration must be
zero.
In opposition, the introdution of the parameter Ω allows us to leave t = 0 as the
initial time in any ase. In order to desribe expansions, we take the positive solution in
Eq. (B.10), Ω = +
√
3/2 ΩˆJ and t elapses from 0 up to +∞. In ontrast, ollapses will be
obtained for Ω = −√3/2 ΩˆJ [negative solution in Eq. (B.10)℄ and the nal gravitational
singularity will arise for 1+Ωtsing = 0, i.e. at tsing = −1/Ω (whih, of ourse, is a positive
value sine Ω is negative). It should be noted that this very simple remark provides, in
a very straightforward and easy way, the free fall-time for a homogeneous gravitational
system
tff =
√
1
6πρˆ0G
.
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In addition, and for any situation, t remains positive and its initial value is nite, always
t = 0. Moreover, sine at t = 0 no singularity arises, the extension of the onguration an
be not (and is not) zero whereas removing the parameter Ω ould give rise to expansions
beginning at the singularity (r = 0 and t = 0) whih, in our mind, does not make sense.
Thanks to the parameter Ω, we may speify any spatial prole (for the density, for the
veloity, et.) at the initial time and study its inuene on the further evolution of the
system. These properties are very onvenient from a physial viewpoint. This parameter is
not only useful in astrophysial studies but it an also be used very fruitfully in evolution
problems plasma physis (Bouquet et al. [51℄ ; Burgan et al. [59℄, [58℄), nonlinear evolution
equations and dynami systems (Bouquet [50℄ ; Cairó & Feix [61℄ ; Cairó et al. [60℄) and
other interesting domains.
We are going to see that by means of saling transformations, the time dependene of
the solutions [Eq. (B.5) and Eq. (B.6)℄ an be removed. The dynami problem of stability
redues, therefore, to a stati one. The new physial quantities in this resalled spae are
written with a hat  ˆ  and, aording to Blottiau et al. ([42℄) and Bouquet et al. ([52℄),
we have
rˆ = r(1 + Ωt)γ−2, (B.11)
tˆ =
1
Ω
ln (1 + Ωt), (B.12)
ρˆ(r, t) = (1 + Ωt)2ρ(r, t), (B.13)
Pˆ (r, t) = (1 + Ωt)2γP (r, t), (B.14)
gˆ(r, t) = (1 + Ωt)
4
3g(r, t), (B.15)
where we set γ = 4/3 in the following. From these equations, it is lear that at the initial
time t = tˆ = 0, the quantities with and without  ˆ  oinide (the resaled spae and the
physial one are initially idential). Moreover, for Ω > 0 (t and tˆ go from 0 to +∞), the
transformation desribes an expansion, while for Ω < 0, the onguration ollapses up to
the entral singularity in a nite time given by t = −1/Ω. It must be noted that for this
ase (Ω < 0), the times t and tˆ vary respetively, in the ranges [0,−1/Ω[ and [0,+∞[.
It an be easily shown (Blottiau et al. [42℄ ; Bouquet et al. [52℄ ; Bouquet [49℄) that the
system formed by equations (B.2) to (B.4), beomes stationary in the new spae without
any expliit dependene upon tˆ. Moreover, assuming that
ρˆ(rˆ, tˆ) = ρˆ0 + δρˆ(rˆ, tˆ), (B.16)
δρˆ(rˆ, tˆ) = A(tˆ) sin(kˆrˆ)/(kˆrˆ), (B.17)
where kˆ is the wave number in the resaled spae and where
A(tˆ) = A0 exp(ωtˆ). (B.18)
A0 and ω are two onstants. The study of the evolution of the perturbations for the various
transformed quantities, at the rst order, provides a dispersion equation for the density
modes. This dispersion relationship is (Blottiau et al. [42℄)
ω2 +
Ω
3
ω + kˆ2cˆ2 − Ωˆ2J = 0. (B.19)
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where cˆ is the initial sound veloity given by
cˆ2 = γKρˆγ−1
0
, (B.20)
and where ΩˆJ is related to Ω from Eq. (B.10). Their physial values at time t are obtained
from the inverse sale transformation (Blottiau et al. [42℄)
ΩJ(t) = ΩˆJ(1 + Ωt)
−1, (B.21)
c(t) = cˆ(1 + Ωt)−
1
3 . (B.22)
Coming bak to Eq. (B.19), the eigenmodes are obtained by the resolution of the dispersion
equation, quadrati in ω with the disriminant
∆kˆ =
25Ωˆ2J − 24kˆ2cˆ2
6
. (B.23)
Aording to the sign of ∆kˆ, we obtain, therefore, the two solutions for ω
kˆ < kˆtrans ⇒ ωr± = −Ω
6
±
√
∆kˆ
2
, (B.24)
kˆ > kˆtrans ⇒ ωi± = −Ω
6
± i
√−∆kˆ
2
, (B.25)
with kˆtrans =
√
25
24
ΩˆJ
cˆ
. (B.26)
The imaginary values, ωi±, for ω are obtained for kˆ > kˆtrans. These solutions give rise to
evanesent modes. This is the stability riterion, in the resaled spae, found by Blottiau
et al. ([42℄). In the next setion, we are going to show that it is equivalent to the Jeans'
riterion in the physial spae.
B.2.2 Equivalene to the Jeans' riterion
The time dependene of the density perturbations, in the physial spae, is dedued
from Eq. (B.12), Eq. (B.17) and Eq. (B.18). We obtain,
A(t) = A0(1 + Ωt)
ω
Ω . (B.27)
Moreover, sine ρ and δρ resale in the same way, we have, at the rst order
δρ
ρ
=
δρˆ
ρˆ
∼ δρˆ
ρˆ0
. (B.28)
The asymptoti time evolution of δρ/ρ is, therefore, diretly given by the real part sign
of the exponent ω/Ω.
First, for kˆ < kˆtrans, ω is real but a ritial value of kˆ, kˆcrit, makes hanging the sign of
ωr+/Ω. With Eq. (B.24) it omes
kˆ < kˆcrit < kˆtrans ⇒ ωr+
Ω
> 0, (B.29)
kˆcrit < kˆ < kˆtrans ⇒ ωr+
Ω
< 0, (B.30)
B.2. Eulerian ollapse 275
where
kˆcrit =
ΩˆJ
cˆ
. (B.31)
We notie that kˆcrit orresponds to the value given by Jeans ([196℄). In addition, keeping
in mind the permanent negative sign of ωr−/Ω, and sine the solution is written as the
linear superposition of the two modes, the asymptoti behaviour is given by the leading
term. We get
kˆ < kˆcrit < kˆtrans ⇒

∀Ω > 0 lim
t→∞
δρ
ρ
=∞,
∀Ω < 0 lim
t→− 1
Ω
δρ
ρ
=∞,
(B.32)
kˆcrit < kˆ < kˆtrans ⇒

∀Ω > 0 lim
t→∞
δρ
ρ
= 0,
∀Ω < 0 lim
t→− 1
Ω
δρ
ρ
=∞.
(B.33)
Seond, for kˆ > kˆtrans, the imaginary part of ω [given by Eq. (B.25)℄ produes an osillating
ontribution to A(t). In ontrast, the real part gives a time-power evolution with a negative
exponent −1/6. Consequently, one gets
kˆ > kˆtrans ⇒

∀Ω > 0 lim
t→∞
δρ
ρ
= 0,
∀Ω < 0 lim
t→− 1
Ω
δρ
ρ
=∞.
(B.34)
Equations (B.32) to (B.34) emphasize that the asymptoti behaviour of the density per-
turbations depends strongly on the value of the wave number kˆ, whih is onneted to
the value of k in the physial spae by the inverse transformation of Eq. (B.11) (Blottiau
et al. [42℄)
k = kˆ(1 + Ωt)−
2
3 . (B.35)
As a result, for explosions (Ω > 0), the density perturbations are unstable as soon as
the instantaneous wave number, k(t), satises k(t) < kcrit(t) with kcrit(t) = ΩJ(t)/c(t) is
the instantaneous Jeans wave number. However, sine k and kcrit have the same time-
dependene, if the riteria is satised at t = 0, it is satised for any time. Consequently,
the result obtained by Jeans ([196℄) for a stati bakground is also valid for an expanding
one provided γ = 4/3. This is losely akin to Bonnor's results ([45℄). On the other hand,
in the implosion ase (Ω < 0), we always have instabilities : every density perturbation
is amplied during the ollapse. Finally, note that the value kˆtrans is not relevant to sta-
bility, but indiates only hanges in behaviour with wave number : beyond this value, the
perturbation osillates and inreases, and below, it explodes as a time-power dependene.
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B.2.3 Conlusion
The stability riterion for an eulerian self-similar evolution does not agree with the
one given by Bu & Gerola ([57℄). Instead of Eq. (B.31), they nd a Jeans wave number
equal to
√
3/2 kcrit. As a matter of fat, their dispersion equation, derived in the physial
spae, for a xed mass ollapse is
ω2 − 2
3
Ω2J + k
2c2 = 0. (B.36)
Bu & Gerola ([57℄) have hosen a density perturbation, at rst order, under the form
A(t) sin(kr)/(kr) with A(t) = A0 exp(ωt). In our opinion, this ansatz is not possible. The
reason for this is that, in opposition to our approah in whih we obtain a seond order
automous dierential equation for the density perturbations, they get a linearized equation
with time-varying oeients. But, in that ase, it is well known that the exponential
solution, exp(ωt), is no longer valid. Consequently, the meaning of Eq. (B.36) is not lear
and one would have to assume that ω be an expliit funtion of time. However, under this
assumption, additional terms proportional to dω/dt should appear and Eq. (B.36) would
be modied. In the next setion, an analytial lagrangian alulation is performed. It is
shown that obtaining a dispersion relation is not neessary and we are going to reover
and to extend the results found by Blottiau et al. ([42℄) and by Bonnor ([45℄).
B.3 Lagrangian ollapse
Let M be the mass of a spherial homogeneous onguration with initial radius Rˆ
submitted to its own gravitational eld and initially at rest. In the following, the physial
quantities will be expressed, either as a funtion of the lagrangian variable m (where m is
the internal mass of a shell), or in terms of rˆ0 (with rˆ0 being the initial radius of the shell
labelled by m), plus the time, t, in both ases. The stability is again studied via the time-
evolution of density perturbations at the rst order, δρ. All parameters with the subsript
0 are assoiated with the non-perturbated solution. Finally, it must be pointed out that
this study is performed analytially for any arbitrary value of the polytropi exponent.
B.3.1 Equation of evolution
The evolution of the non-perturbed system obeys the hydrodynamial equations (B.1)
to (B.4) with the solution given by (B.5) and (B.6). The perturbation is then written in
the form
ρ(m, t) = ρ
0
(t) + δρ(m, t), (B.37)
r(m, t) = r0(m, t) + δr(m, t). (B.38)
The solution will no longer be homogeneous and we have to keep the pressure gradient
term in the Euler equation (B.2). This gradient is expressed as a funtion of the density
aording to the polytropi equation of state (B.1). After elimination of the zero order
B.3. Lagrangian ollapse 277
terms from equations (B.5) and (B.6), the Euler equation reads
∂2δr
∂t2
= −4πr2
0
c2
∂δρ
∂m
+
8π
3
Gρ0δr. (B.39)
The time-dependent sound veloity, c, is written at the zero order
c2(t) ≃ c2
0
(t) =
γP
ρ
= cˆ2
0
(1 + Ωt)2(1−γ), (B.40)
with
cˆ2
0
= γKρˆγ−1
0
. (B.41)
In addition, the onservation of mass from the non-perturbed to the perturbed ongu-
ration provides the seond equation
dm = 4πr2ρ dr = 4πr2
0
ρ0 dr0 , (B.42)
whih beomes,
(3m)
2
3
∂δr
∂m
+ 2(3m)−
1
3 δr = − δρ(
4πρ4
0
) 1
3
. (B.43)
The dierential system formed by (B.39) and (B.43) an be solved by diret integration
with the physial assumption that there is no perturbation at the enter of the ongu-
ration (δr << r0 in r0 = 0 gives δr|0 = 0), whih is a zero mass point. The solution of
Eq. (B.43) is, therefore
δr(m, t) = − 1(
36πρ4
0
m2
) 1
3
∫ m
0
δρ(µ, t) dµ. (B.44)
Plugging this solution into Eq. (B.39), the evolution equation for the density perturbation
writes
m
4
3
∂2δρ
∂m2
+
4
3
m
1
3
∂δρ
∂m
=
1
(36πρ
0
)
2
3 c2
0
(
∂2δρ
∂t2
+ 8
|Ω|
Ω
√
8πGρ0
3
∂δρ
∂t
+ 24πGρ
0
δρ
)
. (B.45)
As expeted, Eq. (B.45) is linear but with a partial dierentiation with respet to the
independant variables m and t. The eigenmodes may be found by the tehnique of sepa-
ration of variables. Then, the general solution will be the superposition of all modes with
the onstraint that the boundary onditions must be satised.
B.3.2 Density eigenmodes
Introduing the separation of variables for δρ(m, t) under the form
δρ = δT (t)δR(m) (B.46)
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the equation for the mass dependene beomes
d2δR
dl2
+
2
l
dδR
dl
− 9 ε η2k δR = 0, (B.47)
where the independant variable, l, is given by
l = m1/3. (B.48)
In Eq. (B.47), we have deided to write the separation onstant as ε η2k with ηk ≥ 0 whih
has the dimension [M ]−1/3. The parameter ε = ±1 has been introdued for hoosing the
sign. From ηk, let us introdue, now, the wave number, k, labelling eah density eigenmode,
and a dimensionless number, lets say Nk, whih will help to separate the various stability
regimes
k = (36π)
1
3 ρˆ
1
3
0
ηk, (B.49)
Nk =
kcˆ0
|Ω| . (B.50)
The quantity ηk is equivalent to a massi pulsation sine we have
3ηkm
1
3 = krˆ0. (B.51)
On the other hand, it omes from Eq. (B.45) that the time dierential equation, for
γ 6= 4/3, is
z2
d2δS
dz2
+ z
dδS
dz
− (εz2 + n2)δS = 0, (B.52)
where the new variable, z, and funtion, δS(z), are given by
z =
Nk(1 + Ωt)
µ
|µ| , (B.53)
δT (t) = N
− 13
6µ
k (1 + Ωt)
− 13
6 δS(z), (B.54)
µ =
4
3
− γ, (B.55)
n =
5
6|µ| . (B.56)
The speial ase γ = 4/3 gives, from Eq. (B.45), the seond order dierential equation
d2δT
dy2
+
13
3
dδT
dy
+ (4− εN2k )δT = 0, (B.57)
with the new independant variable
y = ln(1 + Ωt). (B.58)
It turns out that equations (B.47) and (B.52) are the so-alled lassial and modied
Bessel equations aording to the value of ε. On the other hand, for γ = 4/3, Eq. (B.57)
is a linear homogeneous dierential equation with onstant oeients. It is therefore
readily integrable in terms of the exponential funtions. This separation naturally leads
us to distinguish between the eigenmodes for γ = 4/3 from the ones for γ 6= 4/3 (see
Set. B.3.2).
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Mass dependene of the solution
The requirement of having a nite density perturbation at the enter of the ongu-
ration restrits the solutions of Eq. (B.47) to
δRkε=−1(m) ∝
sin(3ηkm
1
3 )
3ηkm
1
3
, (B.59)
δRkε=1(m) ∝
sinh(3ηkm
1
3 )
3ηkm
1
3
. (B.60)
Note that the hyperboli sine appears in the ase ε = 1.
Time dependene of the solution
Case γ = 4/3. The roots, sε±(k), of the harateristi equation assoiated with Eq. (B.57)
are
sε±(k) = −
13
6
±
√
∆εk
2
, (B.61)
where the disriminant is
∆εk =
25 + 36 εN2k
9
=
25Ωˆ2J + 24 ε k
2cˆ2
0
9Ωˆ2J
. (B.62)
Then, for the hyperboli modes (ε = 1), we have
δT k+(t) = βk(1 + Ωt)
s++(k) + γk(1 + Ωt)
s+−(k)
(B.63)
where βk and γk are two arbitrary real onstants and where the supersript sign in the
exponents is just the sign of the parameter ε.
The trigonometri modes (with ε = −1) introdue roots with imaginary part provided
Nk < 5/6, i.e. k <
√
25/24 ΩˆJ/cˆ0. We have, therefore, two kinds of solution :
k <
√
25
24
ΩˆJ
cˆ0
⇒ δT k−(t) = βk(1 + Ωt)s
−
+(k) +
+ γk(1 + Ωt)
s−−(k), (B.64)
k >
√
25
24
ΩˆJ
cˆ0
⇒ δT k−(t) = αk(1 + Ωt)−
13
6 ×
× cos
√
|∆−k | ln(1 + Ωt)
2
, (B.65)
where αk is an arbitrary real onstant and where the unimportant phase in the osine
have been dropped. Let us notie the transition at the same value of the wave number
than in the eulerian self-similar ase, ktrans, whih aording to Eq. (B.26), is given by
ktrans =
√
25
24
ΩˆJ
cˆ0
. (B.66)
It must be noted that, now, the transition wave number is no longer dened in a resaled
spae, but it applies diretly in the physial one.
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Case γ 6= 4/3. From the inversion of the independent variables [z and t in Eq. (B.53)℄
and the dependent ones [δS and δT in Eq. (B.54)℄, it turns out that for all k and for
ε = 1, we have
δT k+(t) = (1 + Ωt)
− 13
6 ×
×
{
αkIn
[
Nk(1 + Ωt)
µ
|µ|
]
+ βkKn
[
Nk(1 + Ωt)
µ
|µ|
]}
, (B.67)
where In and Kn are respetively, the modied Bessel funtions of rst and seond kind
of order n.
The other ase is ε = −1, and we get
δT k−(t) = (1 + Ωt)
− 13
6 ×
×
{
αkJn
[
Nk(1 + Ωt)
µ
|µ|
]
+ βkYn
[
Nk(1 + Ωt)
µ
|µ|
]}
. (B.68)
The funtions Jn and Yn are respetively the rst and seond, lassial Bessel funtions.
B.3.3 Stability of eigenmodes
From the analytial expressions of the eigenmodes, it is possible to derive their asymp-
toti behaviour. In the ase where Ω > 0 (expanding bakground), the time elapses from
t = 0 to t → +∞. On the other hand, in a ollapsing bakground (Ω < 0), the initial
time is again t = 0, while the nal one is dened when the singularity at r0 = 0 arises,
i.e. t→ −1/Ω.
Stability of the eigenmodes for γ = 4/3
Aording to Eq. (B.64) and Eq. (B.65), the asymptoti time behaviour of the pertur-
bation is given by the value of the limit of (1 + Ωt)q where the exponent q is either sε± or
−13/6, aording to the studied ase. This value depends upon the sign of q and Ω.
Now, the relevant quantity is the density ontrast δρ/ρ0 . Keeping in mind the square
ontained into Eq. (B.6), the asymptoti variations of the hyperboli modes (ε = 1) are
readily obtained. Sine from Eq. (B.61), we have the inegality s++(k) > s
+
−(k), it is lear
that in equation (B.63) the asymptoti leading behaviour for a ollapse (resp. for an ex-
pansion) is given by the variation of the seond term (resp. the rst term) of the right
hand side of Eq. (B.63), i.e.
Ω < 0 ⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
(1 + Ωt)s
+
−(k)+2 =∞, (B.69)
Ω > 0 ⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→∞
(Ωt)s
+
+(k)+2 =∞. (B.70)
As a onsequene, all hyperboli modes are unstable for any value of the wave number.
The behaviour of trigonometri modes (ε = −1) introdues the Jeans wave number
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through the exponant sign, like in the eulerian derivation. A transition beetween os-
illating and non-osillating modes is also obtained for the pivot value, ktrans, given by
Eq. (B.66). For the implosions (Ω < 0), it beomes
k < ktrans ⇒ δT
k
−
ρ
0
∝ lim
t→− 1
Ω
(1 + Ωt)s
−
−(k)+2 =∞, (B.71)
k > ktrans ⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
cos (ln(1 + Ωt))
(1 + Ωt)
1
6
=∞, (B.72)
and for the explosion (Ω > 0),
0 < k < kJ ⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→∞
(Ωt)s
−
+(k)+2 =∞, (B.73)
kJ < k < ktrans ⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→∞
(Ωt)s
−
+(k)+2 = 0, (B.74)
k > ktrans ⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→∞
cos (ln(Ωt))
(Ωt)
1
6
= 0, (B.75)
where kJ is the Jeans wave number given by
kJ =
ΩˆJ
cˆ0
. (B.76)
Similarly to ktrans, the wave number kJ is now signiant in the physial spae. Here,
again, we have kept the leading order term in δT k−(t). The trigonometri modes are found
to be unstable only for k < kJ in a expanding bakground and for all k in a ollapsing one.
This wave number is idential to kcrit dened in Set. B.2.2. We t losely, therefore, with
the self-similar approah. However, an osillating phase ours before the nal divergene
for k > ktrans for ollapses. For expansions, an osillating phase arises for the stable ase
too [see Eq. (B.75)℄.
Stability of eigenmodes with γ 6= 4/3
We use the same method as in the previous setion. However the eigenmodes are
now expressed in terms of the Bessel funtions. It is, therefore, neessary to know their
asymptoti form when their argument goes to zero or to innity. We have (Abramowitz
& Stegun [2℄)
x→ 0 ⇒

Jn(x) ∼ 1
Γ(n+ 1)
(x
2
)n
,
Yn(x) ∼ −Γ(n)
π
(
2
x
)n
,
In(x) ∼ 1
Γ(n+ 1)
(x
2
)n
,
Kn(x) ∼ Γ(n)
2
(
2
x
)n
,
(B.77)
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and
x→∞ ⇒

Jn(x) ∼
√
2
πx
cos
(
x− nπ
2
− π
4
)
,
Yn(x) ∼
√
2
πx
sin
(
x− nπ
2
− π
4
)
,
In(x) ∼
√
1
2πx
exp (x),
Kn(x) ∼
√
π
2x
exp (−x).
(B.78)
Moreover, in equations (B.67) and (B.68), the exponent µ, i.e. the quantity (γ − 4/3)
appears and, onsequently, the asymptoti behaviour will be dependent on whether γ <
4/3 or γ > 4/3.
Hyperboli modes (ε = 1). From equations (B.67), (B.77) and (B.78), the explosion
ase (Ω > 0) behaves aording to
γ <
4
3
⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→∞
exp (Ωt)
4
3
−γ
(Ωt)
5/3−γ
2
=∞, (B.79)
γ >
4
3
⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→∞
(Ωt)
2
3 =∞. (B.80)
and for Ω < 0 (implosions), we have
γ <
4
3
⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
(1 + Ωt)−1 =∞, (B.81)
γ >
4
3
⇒ δT
k
+
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
exp (1 + Ωt)
4
3
−γ
(1 + Ωt)
5/3−γ
2
=∞. (B.82)
We onlude that all hyperboli modes are unstable for any values of both the wave
number k and the polytropi exponent γ. It is important to notie the exponential rise
of the perturbation in equations (B.79) and (B.82). Moreover, it is quite surprising to see
that expansions and ollapses behave exatly in the same way for γ < 4/3 and γ > 4/3,
respetively. The dependene upon the value of γ is very sensitive and it is interesting that,
in addition to the ritial value γ = 4/3, the dierene γ − 5/3 arises quite naturally.
This was not expeted from the beginning of the study. On the other hand, we see that
for γ > 4/3 (resp. γ < 4/3), the leading time evolution of the instability for explosions
(resp. implosions) does not depend any more upon the value of γ.
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Trigonometri modes (ε = −1). In the same way, from the asymptoti form of the
lassial Bessel funtions (Abramowitz & Stegun [2℄), we have in the explosive ase (Ω > 0)
γ <
4
3
⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→∞
(Ωt)
γ−5/3
2 cos
[
(Ωt)
4
3
−γ
]
= 0, (B.83)
γ >
4
3
⇒ δT
k
−
ρ
0
∝ lim
t→∞
(Ωt)
2
3 =∞. (B.84)
and for implosions (Ω < 0)
γ <
4
3
⇒ δT
k
−
ρ
0
∝ lim
t→− 1
Ω
(1 + Ωt)−1 =∞, (B.85)
4
3
< γ <
5
3
⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
cos
[
(1 + Ωt)
4
3
−γ
]
(1 + Ωt)
5/3−γ
2
=∞, (B.86)
γ >
5
3
⇒ δT
k
−
ρ0
∝ lim
t→− 1
Ω
cos
[
(1 + Ωt)
4
3
−γ
]
(1 + Ωt)
5/3−γ
2
= 0. (B.87)
It turns out that, for an expanding bakground, all modes with polytropi exponent
γ < 4/3 are stable. This property is valid for any value of the wave number k. For the
ollapsing ase, only the modes with γ > 5/3 vanish. In partiular, and in the frame of
this simple model, the ore of a supernova, whih an be desribed by a polytrope with
γ ≃ 2, is stable during the implosion regarding the evolution of density perturbations.
On the other hand, from Eq. (B.77) and Eq. (B.78), the bessel funtion of the seond
kind, Yn, behaves near the origin, like a power divergent funtion, whereas it is osillating
for arguments greater than the rst zero. It is, therefore, possible that the initial value of
the argument z be greater than the rst zero of Yn. In addition, if z dereases with time,
we may have transient osillating modes.
Let z0n be the rst zero of Yn. From equation (B.53), the argument z(0) of Yn at t = 0 is
z(0) =
Nk
|µ| =
√
6
kcˆ0
ΩˆJ|4− 3γ|
. (B.88)
Consequently, for a given γ, the value of this argument an be greater than z0n if the wave
number is large enough, and satises
k >
|4− 3γ|√
6
z0nkJ = kJ,γ. (B.89)
In this derivation, we have used equation (B.76). At time t, the argument of Yn is written
from equation (B.53)
z(t) = z(0)(1 + Ωt)
4
3
−γ, (B.90)
and provided the ondition Ω(γ − 4/3) > 0 is satised, the variable z will derease to
zero as the time will elapse. This is the proof of our laim that, if z(0) > z0n, the rst
zero will be rossed over in that ase. The onsequene for the evolution is that the
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expanding (resp. ollapsing) onguration will osillate for γ > 4/3 (resp. γ < 4/3) before
the nal divergene at t→∞ (resp. t→ −1/Ω). The amplitude of suh osillating modes
inreases with time and as soon as z < z0n, the mode grows as a power of time aording
to Eq. (B.84) and Eq. (B.85). Note that this behaviour is observed only for eigenmodes
with k > kJ,γ. The other ones grow immediatly as a power of time. This is also a result
found by Bouquet ([49℄) and he alls it the dynami Jeans riterion. In fat, this is just
a hange in the behaviour, but it might lead to a true riterion in an improved model.
Thus, we have
k < kJ,γ ⇒ δT
k
−
ρ0
→∞ no osillation, (B.91)
k > kJ,γ ⇒ δT
k
−
ρ0
→∞ transient osillations. (B.92)
B.3.4 Perturbations in a nite medium
Eah eigenmode, of wave number k, an be written as (B.46)
δρkε(m, t) = δR
k
ε(m)δT
k
ε (t). (B.93)
Moreover, we have to distinguish between the two ases γ = 4/3 and γ 6= 4/3. The
evolution of the radius, R, of a onguration with total mass, M , is given by Eq. (B.5)
and the speial form of the density, Eq. (B.6), means that the mass is preserved during the
evolution. Considering that the onguration is embedded into the interstellar medium,
we onsider that the pressure remains onstant at the surfae r = R(t). The equation
of state (B.1) and the ontinuity of the pressure through the surfae make the density
perturbation zero at r = R(t). Thus, we must have δρ(M, t) = 0 at all times. Sine eah
eigenmode has its own time variation, this ondition should be applied to eah of them.
Equations (B.59) and (B.60) provide respetively, for all k
δρkε=−1(M, t) = 0 ⇒
sin(kRˆ)
kRˆ
= 0, (B.94)
δρkε=1(M, t) = 0 ⇒
sinh(kRˆ)
kRˆ
= 0, (B.95)
where Rˆ is the initial radius of the onguration. The seond ondition leads to k = 0,
and, thus, all hyperboli modes are zero. The rst one (trigonometri modes, ε = −1)
gives a quantiation for the values of the wave number k
kq =
πq
Rˆ
=
(
Ωˆ2J
3G
) 1
3
πq
M
1
3
, with q ∈ N∗. (B.96)
As we an see in this equation, the lagrangian representation with (Rˆ, t) is more useful
than the (M, t) one. However, both of them are stritly equivalent and the onnetion
between the (rˆ0 , t) and the (m, t) oordinates is obtained from the onservation of mass
∂
∂m
=
1
4πr3
0
ρ0
∂
∂r0
=
1
4πrˆ3
0
ρˆ0
∂
∂rˆ0
. (B.97)
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The most general expression for the density perturbation is a disrete sum over the eigen-
modes satisfaying Eq. (B.96)
δρ(rˆ0 , t) =
∞∑
q=1
δρ
kq
ε=−1(rˆ0 , t). (B.98)
Case γ 6= 4/3.
Plugging Eq. (B.96) into Eq. (B.68) and using Eq. (B.46) the density perturbation is,
therefore
δρ(rˆ0 , t) = (1 + Ωt)
− 13
6
∞∑
q=1
sin(kqrˆ0)
kqrˆ0
×
{
αqJn
[
Nq(1 + Ωt)
µ
|µ|
]
+ βqYn
[
Nq(1 + Ωt)
µ
|µ|
]}
, (B.99)
where onstant fators and integration onstants have been absorbed in the oeients
αq and βq. The orthonormalization of trigonometri funtions allow us to nd their ex-
pressions (Abramowitz & Stegun [2℄). For the sake of simpliity, let us introdue the
quantities
Ipρ =
∫ 2Rˆ
0
δρ(rˆ0 , 0)rˆ0 sin(kprˆ0) drˆ0 , (B.100)
I˙pρ =
∫ 2Rˆ
0
∂δρ
∂t
(rˆ0 , 0)rˆ0 sin(kprˆ0) drˆ0 (B.101)
Jpn = Jn
(
kpcˆ0
|µΩ|
)
, Jp
′
n =
dJn(x)
dx
∣∣∣∣x= kpcˆ0|µΩ| , (B.102)
Y pn = Yn
(
kpcˆ0
|µΩ|
)
, Y p
′
n =
dYn(x)
dx
∣∣∣∣x= kpcˆ0|µΩ| . (B.103)
After some algebra, one gets,
αp =
|µΩ|
µΩ
Y pn
cˆ0
I˙pρ −
(
kpY
p′
n −
13
6
|µΩ|
µcˆ0
)
Ipρ
Rˆ(Jpn−1Y
p
n − JpnY pn−1)
, (B.104)
βp =
|µΩ|
µΩ
Jpn
cˆ0
I˙pρ −
(
kpJ
p′
n −
13
6
|µΩ|
µcˆ0
)
Ipρ
Rˆ(JpnY
p
n−1 − Jpn−1Y pn )
. (B.105)
Case γ = 4/3.
The disretization of wave numbers obeys Eq. (B.96). However, beause of the ritial
value, ktrans [see Eq. (B.64) to Eq. (B.66)℄, of the wave number, k, we are obliged to
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separate the sum in two parts. With ptrans ∈ N dened as
ptrans = Int
(
5
6
|Ω|
πcˆ0
Rˆ
)
, (B.106)
the perturbation is expressed as
δρ(rˆ0 , t) =
ptrans−1∑
q=1
sin(kqrˆ0)
kqrˆ0
[
βq(1 + Ωt)
s−+(kq)
+ γq(1 + Ωt)
s−−(kq)
]
+
∞∑
q=ptrans
sin(kqrˆ0)
kqrˆ0
(1 + Ωt)−
13
6
×αq cos
√
−∆−kq ln (1 + Ωt)
2
. (B.107)
As in the ase γ 6= 4/3, the initial onditions, δρ(rˆ
0
, 0) and δρ˙(rˆ
0
, 0), ompletely dene
the parameters αq, βq and γq. From the orthonormalization onditions, it omes
αp =
πp
Rˆ2
Ipρ , (B.108)
βp =
ΩˆJkp√
∆−kp
[
I˙pρ − s−−(kp)Ipρ
]
, (B.109)
γp =
ΩˆJkp√
∆−kp
[
−I˙pρ − s−+(kp)Ipρ
]
. (B.110)
B.4 Conlusion
In this paper, we have studied the dynami stability of a homogeneous ollapsing or
expanding spherial polytropi onguration. In opposition to the usual studies performed
up to now, we have used the lagrangian formalism instead of the eulerian one. It turns
out that the polytrope must be split in the two ases γ = 4/3 and γ 6= 4/3. This is not
really surprising beause the γ = 4/3polytrope is highly self-similar : ∂v/∂t ∝ v∂v/∂r ∝
(1/ρ)∂p/∂r ∝ g ∝ (1 + Ωt)−4/3 (Blottiau et al. [42℄). However the langrangian approah
makes the study more diult than the eulerian one beause of the lak of dispersion
relation. Nevertheless, we have been able to ome to a onlusion about the gravitational
stability and, unexpetedly, it omes out that the polytrope γ = 5/3 also plays a speial
role.
Let us ome bak to the partiular γ = 4/3polytrope in more detail. In spite of the
deelerated (or aelerated) motion of the expanding bakground, part of the stability
riterion is still given by the Jeans' result derived for a stati onguration (Jeans [196℄).
We reover the lassial threshold for the wave number, kJ = ΩˆJ/cˆ0 , but, in addition,
a seond pivot value, ktrans =
√
25/24 kJ, separates osillating solutions (k > ktrans)
from monotoni ones (k < ktrans), and both of them are stable provided k > kJ. It is
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really amazing that the marosopi expanding motion of the bakground does not alter
the Jeans' riterion. In our opinion, this is due to the beautiful property of sharp self-
similarity. Collapses behave in a quite dierent way : although, the pivot value, ktrans,
plays exatly the same role as in expansions, we nd that any disturbane is instable.
Now, let us examine the ase γ 6= 4/3. As written above, the lagrangian treatment does
not lead to a dispersion relation. The ondition derived by Bu & Gerola ([57℄) does not
agree with our results. Aording to us, the time variation of the oeients arising in
their linearized dispersion equation has not been taken into aount. In opposition to the
ase γ = 4/3, we nd that the stability does not depend any longer on the value of the
wave number (exepted for the apparition of transient osillating phases). The ritial
parameter for the stability is just the value of the polytropi exponent γ. For expansions,
γ = 4/3 is a threshold and stability (resp. unstability) is obtained for γ < 4/3 (resp.
γ > 4/3). Collapses are more ompliated sine two ritial values arise, i.e. γ = 4/3
and γ = 5/3. For γ < 5/3, unstable ollapse ours with monotoni (resp. osillating)
behaviour for γ < 4/3 (resp. for γ > 4/3). On the other hand, for γ > 5/3, ollapses
are always stable. To our knowledge, this is the rst time that the γ = 5/3 has been
derived as a threshold for gravitational stability. The ase γ = 4/3 is not surprising, it
orresponds to a perfet gas of photons plus matter and it is very relevant in astrophysis
(Chandrasekhar [85℄). The value γ = 5/3 orresponds to the monoatomi perfet gas
but, up to now, we have not been able to assoiate this value with a speially important
phenomena in astrophysis.
Finally, it would be very interesting to hek numerially these theoritial preditions.
This will be the next step in further studies.
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Résumé
Cette thèse est une étude détaillée de la struture interne d'objets osmologiques, de type défaut
topologique et membrane en dimensions supplémentaires, possédant des ourants de fermions.
La première partie présente le adre général de la osmologie primordiale dans lequel es objets peu-
vent se former lors des brisures de symétrie assoiées aux théories de physique des partiules. Dans la
deuxième partie, la dynamique des ordes osmiques, une lasse privilégiée de défauts, est dérite à l'aide
d'un formalisme marosopique ovariant. Qu'elles soient ou non parourues par des ourants, e formal-
isme ore une desription uniée des ordes permettant de prédire leur évolution osmologique par le biais
de simulations numériques. Après avoir justié la validité de l'approhe marosopique pour des ordes
possédant un ourant de partiules salaires, le as des ourants fermioniques est détaillé dans la troisième
partie. Dans un premier temps, le spetre de masse des fermions piégés dans une orde est déterminé, et
suggère que leurs modes de propagation privilégiés sont de masse non nulle. Dans un deuxième temps,
l'équation d'état d'une telle orde est obtenue à l'aide d'une quantiation des modes de propagation
des fermions le long de la orde. Il apparaît que l'approhe marosopique usuelle à un paramètre n'est
pas toujours susante pour dérire les fermions. D'autres parts, ontrairement aux ordes parourues
par des bosons, les ourants de fermions engendrent des transitions, dans la dynamique des ordes, entre
des régimes subsoniques et supersoniques dont les onséquenes osmologiques pourraient être impor-
tantes. La quatrième partie généralise es résultats au as d'un mur de domaine quadri-dimensionnel,
modélisant notre univers, et plongé dans un espae-temps à inq dimensions. Dans le adre du modèle de
Randall-Sundrum, il est ainsi possible de prédire la masse des fermions stables piégés sur la membrane.
Mots-lés: Cosmologie, défauts topologiques, dimensions supplémentaires, fermions
Abstrat
This PhD thesis disusses the internal struture of topologial defets, and branes in extra-
dimensions, arrying fermioni urrents.
The general framework in whih these objets may appear, from spontaneous symmetry breaking,
is at the frontier between partile physis and osmology, and is presented in the rst part. The seond
part is devoted to the dynami of osmi strings, a lass of topologial defets of uttermost importane to
modern osmology, as it an be obtained from a marosopi ovariant formalism. This formalism oers
a unied desription of osmi strings, inluding the ase for whih they arry internal urrents, and
allows the study of their osmologial evolution, and impliations, by means of numerial simulations.
Its validity has already been onrmed for osmi string arrying bosoni urrents, and the third part
provides new results onerning the fermioni urrents ase. First, the fermion mass spetrum in a osmi
string is omputed, and suggests that fermioni urrents are usually built on massive propagation modes.
As a result, a new equation of state desribing suh osmi strings is derived by means of a quantization
of the relevant spinor elds along the string. This highlights that the usual one parameter marosopi
formalism is not always suient in ase of fermioni urrents. Moreover, ontrary to the bosoni ase, the
dynamis stemming from this equation of state exhibits transitions between the subsoni and supersoni
regimes whose onsequenes in osmology ould be important. The last part is an extension of these
results to brane osmology for whih our universe is viewed as a four dimensional domain wall embedded
in a ve dimensional spae-time. In the framework of the Randall-Sundrum model, the masses of the
trapped fermions on the brane an be predited.
Keywords: Cosmology, topologial defets, extra-dimensions, fermions
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